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第 1 回 基本編１/平衡論 1 

熱力学の法則と質量作用の法則でle
ル

 Chatelier
シ ャ ト リ エ

の原理を理解する 
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今回のチェックリスト 

□ 温度（例：常温）一定および圧力（例：大気圧）一定のもとで，化学

平衡が安定な状態であることを示す系のエネルギー（ギブス自由エネ

ルギー）には，物質のばらつき（つまり，エントロピー）と温度に依

存するエネルギー項と，物質の化学結合に由来するエネルギー項（エ

ンタルピー）の 2 つの寄与がある。 

□ 化学平衡が成り立っている系に，その反応物（もしくは生成物）を増

量すると，反応物（もしくは生成物）の量を減らす方向に反応が自発

的に進行する。この現象をルシャトリエの原理とよぶ。理想気体 2 も

しくは理想溶液 3 とみなせる系では，熱力学第一法則，第二法則，お

よび質量作用の法則から，反応の標準ギブス自由エネルギー変化量 4 

∆𝐺𝑟
°と平衡定数 K の間に（標準状態の温度 T において）， 

∆𝐺𝑟
° = −𝑅𝑇ln𝐾 

が成り立つことが，ルシャトリエの原理に説明を与える。 

□ 化学平衡が成り立っている系に，急激に温度を昇温（もしくは降温）

させて，その温度で保つと，正反応が発熱反応の場合，生成物の量を

減少（もしくは増大）する方向に自発的に反応が進行する。正反応が

吸熱反応の場合，反応物の量を減少（もしくは増大）する方向に自発

的に反応が進行する。この温度変化に関するルシャトリエの原理も，

理想気体や理想溶液において，標準反応熱 4 ∆𝐻𝑟
°と温度 T と平衡定数

K の間に， 

ln𝐾 = −
∆𝐻𝑟

°

𝑅𝑇
+ (定数) 

が成り立つことで説明される。 

 

 

化学平衡と反応のギブス自由エネルギー 

化学平衡とは，混合された物質が系内において原子・分子レベルで衝突

1 化学の基本第 1 回は，「化学熱力学／熱

力学」の振り返りにあてよう。大沢文夫先

生流の，自然科学を極める三つの極意の

うちの一つ「平衡論」の基本を解説する。

思考を「行ったり来たりさせて」，現象は

結局どうなるのかをわかりたいという姿

勢がポイントである。 

大沢文夫「手作り統計力学」（名古屋大学出版会）p.66 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 理想気体： 

圧力が密度と温度に比例し，内部エネル

ギーが密度に依存しない気体。気体の原

子・分子自身の体積および粒子間の力は

無視される。すべての気体は，圧力が十分

に低くなると，同一の状態方程式（𝑃𝑉 =

𝑛 𝑅𝑇）をみたす。 

P : 圧力，V : 体積，T : 温度，n: モル数，

R : 気体定数（8.31 J K−1 mol−1） 

 

3 理想溶液： 

等温（例：常温）かつ等圧（例：大気圧）

の条件で溶液をつくったとき，全体積及

び全内部エネルギーが，溶液になる前と

比べて変化がない溶液。溶質と溶媒の原

子・分子自身の体積および粒子間の力は

無視される。溶質の活量は濃度とみなせ

る。 

 

 

 

4 反応の標準ギブス自由エネルギー変化

量と標準反応熱： 

G : ギブス自由エネルギー 

H : エンタルピー 

Δ : 有限の変化量 

r : 反応を示す添え字 

○ : 標準状態を示す添え字 

標準状態とは，本講義では，温度 298.15 

K（25℃），圧力 1.01 × 105 Pa ( 1 気圧） 

とする。 
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を繰り返し，化学結合を組み換えた結果，系内が空間的に均一であり，時

間的に物質量が一定になった状態をいう。この過程を詳しくみると，図 1-

1 のように一見思えるかもしれないが，一部は生成物どうしが反応して反

応物に戻ったり（逆反応とよぶ），反応物が未反応のまま残ったりするこ

とで，反応物と生成物とが混合した状態（図 1-2）で化学平衡に達する。 

 

図 1-1 全分子が反応しきってしまった状態の模式図。 

 

図 1-2 反応物と生成物が混合した状態の模式図。 

 

互いに化学反応しない物質どうしを混合しても，混合直後から均一に混

合した平衡状態 5になる（図 1-3）。これは自発的に進行する状態変化 6と

して観察される。よって，不安定な状態から安定な状態への変化として理

解することを考えよう。エネルギーという指標を系に与えれば，系は高エ

ネルギー状態から低エネルギー状態へ変化すると言い換えられる。物質が

空間的に不均一な状態（秩序だった状態）から均一な状態（ばらついた状

態）へエネルギーが低くなったとみなせる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1-3 反応物がよく混ざっただけの状態の模式図。 

 

以上をまとめて化学平衡を考えると，図 1-4 のようになる。すべての反

応物が生成物に変化してしまった状態は，系のエネルギーが極小ではな

く，反応物と生成物が均一に混合した状態がエネルギー極小 7となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 平衡状態： 

全ての示強性変数（温度，圧力，熱膨張率，

化学ポテンシャルなど）が空間的に均一

であり，時間的に一定である状態。狭義

は，見かけ上，状態の変化とその逆の変化

がつりあった状態。 

 
6 自発的な状態変化： 

系の外から何も与えずに進行する状態変

化。拡散，熱伝導，気体膨脹，中和反応な

ど。自発的な状態変化を外から制御する

ことは可能である（例えば，ダニエル電池

などの一次電池に逆電圧をかけると，回

路に電子が流れない平衡状態となる）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
7 反応物が全て反応しきってしまうと系

がやや不安定とみなせる要因の一つは，

化学結合の組み換えによって分子が互い

にあらたな“束縛”関係になって，系がそ

の分だけ不安定になることが挙げられ

る。 
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図 1-4 化学平衡に至る過程での系のエネルギーの変化。 

 

系のエネルギーは何に由来するのか？これに答えるには 2 つの過程を

考える必要がある。一つは系内の物質のばらつきが大きくなり均一になる

過程であり，もう一つは，物質そのものが化学反応して（化学結合の組み

換えで）安定になる過程である。 

物質のばらつきを伴うエネルギーの変化は，温度にも依存する。例えば，

気体の入った容器を熱すると，壁から熱を受けとった気体分子が無秩序な

熱運動を行って周囲の分子にエネルギーを渡す。その結果，外部から投入

されたエネルギーは拡散し，元の状態にすることは難しい。この過程は，

エネルギーが無秩序な状態へ散逸するという自発的な変化の一つである。 

このばらつき具合を，分子 1 個 1 個がとりうる状態の“場合の数”で表現

したのがBoltzmann
ボ ル ツ マ ン

の提案（定義）である。このばらつきを表す量をエン

トロピーとよび，Sで表す。分子 1 個 1 個がとりうる状態 8の場合の数を

Wとすると，分子のとりうる状態が多種多様になるほど，場合の数は指数

関数的に増える（図 1-5）。そこで，S は W の自然対数に比例すると定義

する。その比例定数𝑘𝐵をボルツマン定数とよぶ（𝑘𝐵 = 1.38 × 10
−23 J K−1）。 

𝑆 ∝ log𝑒𝑊                                                                  (1.1) 

𝑆 = 𝑘𝐵log𝑒𝑊(= 𝑘𝐵 ln𝑊)                                        (1.2) 

 

図 1-5 ばらつき具合とエントロピーの関係 

 

 エントロピーの直観的な理解は， 

・エントロピーが大きい場合 

無秩序で，分子の位置やエネルギーのばらつきが大きい 

・エントロピーが小さい場合 

より秩序的で，分子の位置やエネルギーのばらつきが小さい 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8 例えば，分子 1 個 1 個が取りうる状態

の指標の一つとして，分子の運動エネル

ギーを取り上げよう。容器に気体を閉じ

込める。各気体分子の運動エネルギーを

高い順に e1, e2, e3, …とする。分子どうし

が衝突すると，分子間でエネルギーのや

りとりが起こる（完全弾性衝突）。それを

Δe と表すと，粒子 1 と粒子 2 とが衝突し

た際に各粒子のエネルギーの変化は 

粒子１：e1 → e1－Δe 

粒子２：e2 → e2+Δe  

となる。このとき，容器内の分子数を N個

として，全分子の運動エネルギーの和が

Δe の整数倍で一定とする。∑ 𝑒𝑖 = 𝑀∆𝑒
𝑁
𝑖=1  

と表すとして，繰り返しの衝突でエネル

ギーを Δe やりとりしている，ある 1 個の

分子の運動エネルギーが xΔe となる確率

𝑃(𝑥)を以下に導く（M 円を N 人で分かち

合う設定において，全員が等確率で 1 円

ずつやりとりしているとき，ある人が x円

所持する確率を求めることに相当する）。

まず，N個の分子に MΔe の運動エネルギ 

ーを分配する場合の数は
(𝑀+𝑁−1)!

𝑀!(𝑁−1)!
通りで 

ある。次に， (N－1)個の分子に(M－x) Δe

の運動エネルギーを分配する場合の数は 
(𝑀−𝑥+𝑁−2)!

(𝑀−𝑥)!(𝑁−2)!
通りである。したがって， ↓ 
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としてよい。例えば， 

・熱を与えられると，物質のエントロピーは増大する 

 （原子・分子の動きが激しくなり，秩序が失われていくから） 

・より広い空間が与えられると，物質のエントロピーは増大する 

 （原子・分子が空間的にばらつくことができるから） 

物質の状態変化になぞらえると（図 1-6），温度の上昇とともに固体のエン

トロピーは徐々に増大する。固体が融けてより無秩序な液体になる融点

で，エントロピーは急激に増大する。さらなる温度の上昇とともに，液体

のエントロピーも徐々に増大する。液体が蒸発してより無秩序な気体にな

る沸点でも，エントロピーは急激に増大する。より一層の温度の上昇とと

もに，気体のエントロピーは徐々に増加する。 

 

図 1-6 物質の状態変化とエントロピーの変化 

 

化学平衡の話に戻ろう。系を占めているのが反応物のみの状態から，生

成物のみの状態まで反応の進行を示す指標を，便宜上の反応進行度 α と

する（0 ≤ α ≤ 1）9。α = 0が反応物のみ，α = 1が生成物のみを表す。す

ると，基準点となるエントロピー10をゼロとおいて，反応進行度αに依存

するエントロピー𝑆(α)は図1-7のようになる。つまり，化学平衡に達する

ときに𝑆(α)は極大となる11。 

 

図 1-7 便宜上の反応進行度αとエントロピー変化の関係 

 

 

↑ 

𝑃(𝑥) =

(𝑀 − 𝑥 +𝑁 − 2)!
(𝑀 − 𝑥)! (𝑁 − 2)!
(𝑀 + 𝑁 − 1)!
𝑀! (𝑁 − 1)!

=
𝑁 − 1

𝑀 + 𝑁 − 1

×
𝑀(𝑀 − 1)(𝑀 − 2)⋯(𝑀 − 𝑥 + 1)

(𝑀 + 𝑁 − 2)⋯ (𝑀 +𝑁 − 𝑥 − 1)

=
𝑁

𝑀 +𝑁
×

𝑀 ∙ 𝑀 ∙ ⋯ ∙ 𝑀

(𝑀 + 𝑁)(𝑀 + 𝑁)⋯(𝑀 +𝑁)
   

   ∵ 𝑀 ≫ 𝑥 > 1,𝑁 ≫ 𝑥 > 1 

 =
𝑁

𝑀 +𝑁
(

𝑀

𝑀 +𝑁
)
𝑥

 

P(x)は x が大きい値であるほど指数関数

的に減少する。つまり，容器内で高エネル

ギーの分子は少数で，ほとんどの分子は

低エネルギー側に偏っている。シミュレ

ーションが web 公開されている（最終閲

覧日 2021 年 6 月 12 日）。 

http://bpwakate.net/Oosawa/ 

simulator.html 

 

 

 

 

 

 

 

9 後ほど，化学反応の物質量変化から反

応進行度𝜉（グザイと読む）をあらためて

定義する。 

 

10 𝑆(α) の単位はボルツマン定数と同じ

く[J K－1]である。 

 

11 非平衡状態から平衡状態への系の遷移

では常にエントロピーは増大する（P.１２

で後述する）。エントロピー極大の説明は

Appendix 1.A を参照。 
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化学平衡が安定な状態であることを考える系のエネルギーにとって，も

う一つの重要な過程が，物質そのものが化学反応して（化学結合の組み換

えで）安定になる過程である。この過程のエネルギーはエンタルピー𝐻と

よばれる 12。反応物のエンタルピー𝐻(α = 0)と生成物のエンタルピー

𝐻(α = 1)との大小関係は物質に固有で，𝐻(α = 0) > 𝐻(α = 1)の場合，反応

の進行にともなって系のエンタルピーは図 1-8 のように減少する。 

 

図 1-8 便宜上の反応進行度αとエンタルピー変化と化学反応経路 13 

 

図 1-8 には，反応座標によって変化する物質そのもののエネルギー（エン

タルピー）の変化も表した。反応の進行に伴うエンタルピー変化量∆𝐻 (=

𝐻(α = 1) − H(α = 0)) は 発熱（∆𝐻 < 0）または吸熱（∆𝐻 > 0）として，

系の外との熱のやりとり 14に相当する。 

以上をまとめると，化学平衡が安定な状態であることを示す指標となる系

のエネルギーには，物質のエントロピーと温度に依存するエネルギー項

と，物質の化学結合に由来するエネルギー項（エンタルピー）の 2 つの寄

与がある。今，系が安定な状態になるほどエネルギーは減少するという方

向を決めると，温度が一定（例：常温）で圧力も一定（例：大気圧）であ

る場合， 

・Sが減少すると系のエネルギーは増大する（不安定になりやすい）。 

・Hが減少すると系のエネルギーは減少する（安定になりやすい）。 

また，圧力が一定（例：大気圧下）ならば， 

・温度が高くなれば系のエネルギーは減少する（安定になりやすい）。 

そこで式(1.3)のように，この系のエネルギーを「反応のギブス自由エネル

ギー𝐺(α)」（単位は[J] ）として定義する（Tは温度）15。 

𝐺(𝛼) ≡ 𝐻(𝛼) − 𝑇𝑆(𝛼)                                                         (1.3)  

この𝐺(α)が極小になったときに，系は化学平衡に達してそれ以上は変化し

なくなる（図 1-9）。 

 

 

 

 

12 𝐻(α) の単位はエネルギー[J] である 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13 物質が化学結合を組み換える際，不安

定な状態（遷移状態）を経由する。反応物

（基底状態）から遷移状態までのエネル

ギー差を正反応の活性化障壁（もしくは

活性化エネルギー）とよぶ（図 1-8 の𝐸𝑎）。

逆反応の活性化障壁は，生成物（基底状

態）から遷移状態までのエネルギー差（図

1-8 の𝐸𝑎 − ∆𝐻）に相当する。 

 

 
14 言葉のイメージと∆𝐻の符号の違いに

注意しよう。 

 

15 温度が高いと原子や分子の並進のエネ

ルギーが高くなるが，系が不安定になる

わけではなく，その結果，構成粒子たちは

より混ざりやすくなり，活性化エネルギ

ーをこえてエンタルピーを（発熱反応な

らば）減少させやすくなる。したがって，

温度が高くなれば，系のギブス自由エネ

ルギーは減少して系は安定化しやすい。

化学反応が起こる系のエネルギーについ

て，ヘルムホルツ自由エネルギーではな

くギブス自由エネルギーを定義する理由

は，等温（例：常温）等圧（例：大気圧）

変化を扱うからである。ヘルムホルツ自

由エネルギーは，等温等積変化での自由

エネルギーとして定義されていることに

注意。ギブス自由エネルギーとヘルムホ

ルツ自由エネルギーは，系の何を変数に

とる状態量を扱うかという違いのみであ

り，ルジャンドル変換で整理される

（Appendix 1.Bを参照）。 
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図 1-9 便宜上の反応進行度αと反応のギブス自由エネルギーの関係 

 

つまり，d𝐺(α) d𝛼⁄ = 0 であれば反応はそれ以上進行しない（化学平衡）。

系の状態が d𝐺(α) d𝛼⁄ < 0 であれば，生成物側へ反応が d𝐺(α) d𝛼⁄ = 0 

になるまで自発的に進行するといえる。系の状態がd𝐺(α) d𝛼⁄ > 0 であれ

ば，反応物側に逆反応が d𝐺(α) d𝛼⁄ = 0 になるまで自発的に進行する 16。

これで，化学平衡が成り立つ系での自発的な変化は，反応のギブス自由エ

ネルギーの変化量で言い換えることができるようになった。 

 

熱力学の法則から，もう一度，化学平衡を考える 

 発熱反応に比べて例は少ないが，自発的な吸熱反応も知られている。吸

熱反応が起こっている容器の外側は結露することが多い。これは，大気中

の水分子が冷やされて凝結し（水分子がばらつけなくなって）水滴になる

現象である 17。よって，吸熱反応も含めて自発的な化学反応を理解するに

は，系内のエントロピーだけでなく，系の外のエントロピーも考える必要

がある。 

 系の外のエントロピー𝑆𝑒(α) は，系との熱のやりとりに依存する。発熱

反応が進行する容器の外の空気はその熱で温められる。よって，𝑆𝑒(α)は増

大する。ただし，系の内から外へ同じ熱量がうつっても，温度によって外

のエントロピーの変化量は異なる（図 1-10）。外の温度がそもそも高いと

きには，系の外は既にかなりばらついている。系の内から外への熱拡散は，

外をより一層ばらついた状態へ変化させるにはあまり及ばない。外の温度

が低いときには，系の外は秩序だっている。系の内から外への熱拡散は，

外がばらついた状態へ変化することに大きく寄与する。よって，系の外の

エントロピー変化量∆𝑆𝑒(α)を系の外の温度 T を用いて 

∆𝑆𝑒(𝛼) ≡ −
∆𝐻

𝑇
                                                              (1.4) 

と定義する 18。 

 

 

 

16 d𝐺(α) d𝛼⁄  は下図にある曲線の接線の

傾きである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

17例えば， 

Ba(OH)2・10H2O + 2 NH4NO3 

→ Ba(NO3)2 + 2 NH3 + 10 H2O 

水和水が遊離して硝酸バリウムがそこへ

溶解するとき，吸熱が起こる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

18 𝑆𝑒(α)ではなく∆𝑆𝑒(α)が定義されるの

がポイント。また，発熱反応が∆𝐻 < 0，吸

熱反応が∆𝐻 > 0であることを思い出そ

う。 
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図 1-10 同じ熱量の移動でも，系の外のそもそもの温度が異なれば，系の

外のエントロピー変化量も異なることを示す概念図。 

 

ここで，反応のギブス自由エネルギーの式(1.3)においてその変化量∆𝐺(α)

を考えると，系内外の温度が等しい場合に 

∆𝐺(α) = ∆𝐻(α) − 𝑇∆𝑆(α) = (−𝑇)(−
∆𝐻

𝑇
+ ∆𝑆(α))

= (−T)(∆𝑆𝑒(𝛼) + ∆𝑆(α))                                              (1.5) 

となる 19。これより，大気圧下で温度一定であるとき，化学平衡が成り立

つ系での反応の自発的な方向は， 

「発熱や吸熱によって系の外で引き起こされるばらつき具合の変化」 

と「反応によって系内で引き起こされるばらつき具合の変化」の総和 

によって決まる，と言い換えることができる。 

すると，図 1-11 のように，自発的に変化する系の内と外の状態変化は

以下の 3 つの場合に分類される。 

 

図 1-11 化学反応が自発的な変化となる場合のエントロピー収支 20。 

 

・図 1-11(a)のように，化学反応によって，系内のばらつきが増大し

（∆𝑆(α) > 0），かつ，発熱反応（∆𝑆𝑒(α) > 0）であれば，その反応は自発

的な変化の方向である（(−𝑇)(∆𝑆𝑒(α) + ∆𝑆(α)) = ∆𝐺(α) < 0）。 

 

・図 1-11(b)のように，化学反応によって，系内のばらつきが減少しても

（∆𝑆(α) < 0），発熱（∆𝑆𝑒(α) > 0）によってそれ以上に系の外の空間的な

ばらつきが増大すれば，その反応は自発的な変化の方向である

（(−𝑇)(∆𝑆𝑒(α) + ∆𝑆(α)) = ∆𝐺(α) < 0）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19 式(1.5)の変形では 

∆G(α) 

= ∆(𝐻(α) − 𝑇𝑆(α)) 

= ∆𝐻(α) − ∆(𝑇𝑆(α)) 

= ∆𝐻(α) − (𝑆(α)∆𝑇 + 𝑇∆𝑆(α)) 

= ∆𝐻(α) − 𝑇∆𝑆(𝛼)  

∵ 等温変化（ΔT = 0） 

が省略されている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

20 全体のエントロピー変化量は 

∆𝑆𝑒(α) + ∆𝑆(α) である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

有限とはいえ 

小さい変化量 

なので“積の 

微分”と同様扱い 
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・図 1-11(c)のように 21，化学反応によって増大する系内のばらつき具合

が（∆𝑆(α) > 0），吸熱（∆𝑆𝑒(α) < 0）によって起こる系の外のばらつき具

合の減少分を補って余りある場合には，その反応は自発的な変化の方向で

ある（(−𝑇)(∆𝑆𝑒(α) + ∆𝑆(α)) = ∆𝐺(α) < 0）。 

 

さらに，“反応容器内（系）＋ 容器の外 ＝ 宇宙”とみなせば，宇宙でお

きるすべての過程は，ビッグバンが始まって以来不可逆的であって，エン

トロピーは増大し続けており，その一部（等温等圧では）でギブス自由エ

ネルギーは常に小さくなるように進行する，と表現できる。 

 

 化学反応に限らず，系の変化において，系内のエントロピー変化量 ∆𝑆 

は熱量 Qが系内外でやりとりできる場合において， 

∆𝑆 ≥
𝑄

𝑇
                                                    (1.6) 

と表すことができるのが，熱力学第二法則である。可逆的な変化の場合，

系の内のエントロピー変化量と外のエントロピー変化量の絶対値は同じ

となるので（図 1-12）， 

∆𝑆 =
𝑄

𝑇
                                                    (1.7) 

と表される 22。 

 

図 1-12 可逆的な変化における系内外のばらつき具合の変化の概念図。 

 

不可逆的な変化とは，系を元に戻そうとするときに系外に何かしらの変化

を引き起こしてしまう状態変化として定義される 23。図 1-13 のように，

元に戻れないほどのばらつきが系内で発生する場合であり，その時の系の

エントロピー変化量は，仮想的に補正分の Q’ (> 0)を用いて 

∆𝑆 =
𝑄

𝑇
+
𝑄′

𝑇
  >  

𝑄

𝑇
                                                (1.8) 

と表すことがある。また，エントロピー S = 0 は，絶対零度におけるすべ

ての純物質の結晶（つまり，分子を結晶中に配置する場合の数が 1 なの

で，ln 1 = 0）のエントロピーとして定められる。これは熱力学第三法則と

して知られている。 

 

図 1-13 不可逆的な変化における系内外のばらつき具合の変化の概念図。 

 

 

 

21 自発的な吸熱反応は図 1-11(c)に該当

する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

22 符号に注意。系の外のエントロピー変

化量は 

∆𝑆𝑒 = −
𝑄

𝑇
 

である。ボルツマンによるエントロピー

の定義（𝑆 = 𝑘𝐵 ln𝑊）は微視的であり，可

逆的な変化において導入された式（∆𝑆 =

𝑄/𝑇）は巨視的なエントロピーの考え方だ

と言われている。両者が同一のことを意

味していることがわかったのは統計力学

の大きな成功の一つである。ある過程の

エントロピー変化量は，その過程が素過

程に分解しうる時，その各過程のエント

ロピー変化量の総和となる（Qは和の形，

場合の数Wは積の形だが対数をとるので

和の形になる）。 

 

23 不可逆的な変化が「系の状態が一方向

にしか変化しない」とするのは極めて限

定的なので注意したい。 
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熱力学第一法則は，「物体から他の物体へエネルギーが移るとき，一部

は熱で逃げる（熱も含めれば，全エネルギーは保存される）」という法則

である。この場合のエネルギーとは，機械的エネルギー（仕事），熱エネル

ギー（熱量），光エネルギー，化学エネルギー，電気的エネルギー，磁気的

エネルギー，界面エネルギーなどを含む。このとき，物体（系）の内部エ

ネルギー変化量∆𝑈 (= 𝑈2 − 𝑈1) は一般に 24， 

∆𝑈 

=(仕事)+(化学エネルギー)+(電気的エネルギー)+(磁気的エネルギー)  

+(光エネルギー)+(界面エネルギー)+(熱量)                   (1.9) 

と表される 25。 

化学反応も電気・磁気も光も関与しない物体（系）で，表面積変化を無

視する場合に，仕事を w，熱量を q として式(1.9)は 

∆𝑈 = 𝑤 + 𝑞                                            (1.10) 

となる 26。気体の場合，系を動かしたり止めたりする（膨張したり収縮し

たりする）ことのみでも，系の外を温めたり冷ましたりすることができる

ことが式(1.10)で説明される。また，化学反応が起こらない系でもエンタ

ルピーは式(1.11)のように定義される。 

𝐻 ≡ 𝑈 + 𝑃𝑉                                            (1.11) 

これは，式(1.10)と比べてわかるように，物体（系）が系の外とやりとり

する熱量そのものであり 27，物体が外へ熱を与えれば（発熱）∆𝐻 < 0であ

り，外から熱を奪えば（吸熱）∆𝐻 > 0 である。 

 ここで，熱力学第一法則と第二法則を組み合わせて，等温（例：常温 T）

等圧（例：大気圧 P）で可逆的に化学反応が起きる系の状態変化を考える

（電気・磁気と光は関与せず，表面積変化を無視する）。式(1.9)より 

∆𝑈 = −𝑃∆𝑉 + 𝑄 +(化学エネルギー)        (1.12) 

これに式(1.7)を代入すると， 

∆𝑈 = −𝑃∆𝑉 + 𝑇∆𝑆 + (化学エネルギー)        (1.13) 

∴ (化学エネルギー) = ∆𝑈 + 𝑃∆𝑉 − 𝑇∆𝑆 = ∆𝐻 − 𝑇∆𝑆 = ∆𝐺      (1.14)28 

 

つまり，等温（例：常温）等圧（例：大気圧）条件のもとで可逆的な化学

反応（分解で物質量が増える，結合して物質量が減る）の化学エネルギー

は，まさにギブス自由エネルギー変化量に相当する。これ以降，あらため

て反応のギブス自由エネルギー変化量を∆𝐺𝑟 と表記する。同様に，反応の

エンタルピー変化量，エントロピー変化量もそれぞれ∆𝐻𝑟 , ∆𝑆𝑟 と表す。 

 反応のギブス自由エネルギー変化量∆𝐺𝑟は，これまで述べてきたように

可逆的な化学反応が自発的に進む方向を理解する指標になる。∆𝐺𝑟を具体

的に求める手段としては，以下のように 2 つある。 

 

・∆𝐻𝑟 , ∆𝑆𝑟が測定してあれば，ある温度 Tで∆𝐺𝑟 = ∆𝐻𝑟 − 𝑇∆𝑆𝑟 である 29。 

 

・ある可逆な化学反応のギブス自由エネルギー変化量は，その化学反応の

素過程となる反応のギブス自由エネルギー変化量の総和となる。 

 

反応のギブス自由エネルギーと質量作用の法則 

 反応のギブス自由エネルギーは，反応物の分解であれば系中の物質量が

増え，反応物どうしの結合であれば系中の物質量が減ることに伴って変化

するエネルギーである。よって物質量 n を用れば 

 

 

 

 

 

 
24 エネルギーが移る前の物体の内部エネ

ルギーが𝑈1で，移った後が𝑈2である。 

 

25 熱力学の偉大な功績は式(1.9)だと豊田

は考えている。電気的エネルギーは第 10

回，磁気エネルギーは第 11 回，界面エネ

ルギーは第 13 回でそれぞれ説明する。 

 

26 w と q の符号に注意。系の外から内へ

の方向を正にとる（イメージとしては，系

が主体ではなく，系の外にいる実験者（観

測者）が主体だから）。例えば，圧力 Pで

膨らむ物体の体積増分を∆𝑉とすると，仕

事 w は−𝑃∆𝑉と表わされる。よって式

(1.10)は 

Δ𝑈 = −𝑃Δ𝑉 + 𝑞 

となる。 

 

27 熱量は状態量ではなく，エンタルピー

は状態量，という違いがあることに注意。 

 

28 式(1.14)の変形は 

∆H = ∆(𝑈 + 𝑃𝑉) = ∆𝑈 + ∆(𝑃𝑉) 

= ∆𝑈 + (∆𝑃 𝑉 + 𝑃∆V) = ∆𝑈 + 𝑃∆𝑉  

∵ 等圧変化（ΔP = 0） 

 

29 例えば，標準状態の NO の生成熱∆𝐻𝑟
° 

が 2.15 × 104 cal mol−1, 標準状態の NO，

N2，O2それぞれのエントロピーは 

𝑆NO
° = 50.3 cal K−1 mol−1 

𝑆N2
° = 45.8 cal K−1 mol−1 

𝑆O2
° = 49.0 cal K−1 mol−1 

であるとき， 

1

2
N2 +

1

2
O2  → NO 

の∆𝐺𝑟
°は 

∆𝐺𝑟
° = ∆𝐻𝑟

° − 𝑇∆𝑆𝑟
° 

= ∆𝐻𝑟
° − 𝑇 (𝑆NO

° −
1

2
𝑆N2
° −

1

2
𝑆O2
° ) 

= 2.15 × 104 − (273.15 + 25) × 2.9 

= 2.06 × 104[cal mol−1] > 0  

この反応は，この方向に自発的に進行し

ない（なお，我々の体内では NO は別の

反応を経由してつくられ，神経のシグナ

ル伝達物質としてはたらいている）。 
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∆𝐺𝑟 ∝ ∆𝑛                                                    (1.15) 

∆𝐺𝑟 = 𝜇∆𝑛                                                  (1.16) 

と表せる（μ は比例定数であり，化学ポテンシャルとよばれる）30。 

 この比例係数 μ は実験条件によってどう変化するだろうか？ n モルの

理想気体では，標準状態（25℃, 1 気圧）におけるギブス自由エネルギー

𝐺°に対して，温度 T（＝標準状態の温度 25℃）圧力 Pの系のギブス自由エ

ネルギー𝐺は 

𝐺 = 𝐺° + 𝑛𝑅𝑇ln𝑃                                           (1.17) 

と表され，𝑛𝑅𝑇ln𝑃 が補正分となる 31。すると，標準状態での化学ポテン

シャル𝜇°も用いて式(1.17)は次のようになる（𝐺𝑟 = 𝜇𝑛を用いる）。 

𝜇𝑛 = 𝜇°𝑛 + 𝑛𝑅𝑇ln𝑃                                           (1.18) 

∴ 𝜇 = 𝜇° + 𝑅𝑇ln𝑃                                                   (1.19) 

つまり，温度T（＝標準状態の温度25℃）圧力Pでの化学ポテンシャルμは

標準状態に対し𝑅𝑇ln𝑃だけ補正される。混合の理想気体では，成分iが純

物質であるときの標準状態の化学ポテンシャル𝜇𝑖
°を用いて，分圧𝑝𝑖の成

分iの化学ポテンシャル𝜇𝑖は，Ptを全圧として，  

𝜇𝑖 = 𝜇𝑖
° +𝑅𝑇ln(𝑝𝑖/𝑃𝑡)                                                   (1.20) 

とかける。つまり，補正分は 𝑅𝑇ln(𝑝𝑖/𝑃𝑡)   である。理想溶液の場合は，成

分 i のモル分率 32を xiとして， 

𝜇𝑖 = 𝜇𝑖
° + 𝑅𝑇ln𝑥𝑖                                                    (1.21) 

となる 33。すべての構成成分が等確率で衝突して 100％反応に寄与できる

理想溶液に比べ，そうでない実在溶液では，成分 i の活量を ai として 

（ 𝑎𝑖 = 𝑓𝑖𝑥𝑖, 𝑓𝑖を活量係数 34とよぶ）， 

𝜇𝑖 = 𝜇𝑖
° + 𝑅𝑇ln𝑎𝑖                                                   (1.22) 

つまり，純物質で標準状態の化学ポテンシャルに対して，混合した状態の

化学ポテンシャルは補正分が𝑅𝑇ln𝑎𝑖となる。これで，反応のギブス自由エ

ネルギー変化量と物質量変化を関連付ける比例係数（化学ポテンシャル）

の性質がわかった。 

 

 質量作用の法則とは 

「任意の時間での化学反応速度は，その時間における反応物 i の活量 aiに

比例する」（比例定数を反応速度定数とよぶ） 

という法則である。いま，一般的な可逆反応の化学反応式を 

𝜐1𝐴1 + 𝜐2𝐴2 +⋯+ 𝜐𝑛𝐴𝑛    ⇄    𝜐
′
1𝐴

′
1 + 𝜐

′
2𝐴

′
2 +⋯+ 𝜐

′
𝑚𝐴

′
𝑚 

とかくことにする（𝜐𝑖 , 𝜐′𝑗を成分 Ai, A’jそれぞれの化学量論係数とした）。 

すると質量作用の法則により， 

正反応の反応速度（反応速度定数をまとめて k として）：𝑘∏ 𝑎𝑖
𝜐𝑖𝑛

𝑖  

逆反応の反応速度（反応速度定数をまとめて k’として）：𝑘′∏ 𝑎′𝑗
𝜐′𝑗𝑚

𝑗  

と表すことができる 35。系で化学平衡（時間的に物質量が一定）が成り立

つ時は，これらの反応速度が等しい。 

𝑘∏ 𝑎𝑖
𝜐𝑖𝑛

𝑖 =  𝑘′∏ 𝑎′𝑗
𝜐′𝑗𝑚

𝑗                   (1.23) 

𝑘
𝑘′⁄ =

∏ 𝑎′𝑗
𝜐′𝑗𝑚

𝑖
∏ 𝑎𝑖𝜐𝑖
𝑛
𝑖

⁄ ≡ 𝐾                            (1.24) 

この反応速度定数の比 K（= k/k’）を平衡定数とよぶ。化学反応する理想

気体であれば，同様の議論より（成分 Ai, A’j それぞれの分圧を𝑝𝑖 , 𝑝′𝑗とし

て），圧平衡定数 Kpは 

 

30 𝜇 の単位は  [J mol−1] である。  

∆𝐺𝑟 = 𝜇∆𝑛 よ り 𝐺𝑟 = 𝜇𝑛 が 成 り 立 つ

（Appendix 1.Cを参照）。 

31 式(1.17)を導出しよう。熱力学第一法則

と第二法則から，可逆的な変化では 

∆𝑈 = −𝑃∆𝑉 + 𝑇∆𝑆 

有限の変化量を無限小で扱うと 

d𝑈 = −𝑃d𝑉 + 𝑇d𝑆          ⋯①   

ここで 

d𝐺 = d𝐻 − d(𝑇𝑆) 

= d𝑈 + d(𝑃𝑉) − d(𝑇𝑆) 

= d𝑈 + 𝑉d𝑃 + 𝑃d𝑉 − (𝑆d𝑇 + 𝑇d𝑆) 

= −𝑆d𝑇 + 𝑉d𝑃  (∵①)  

温度が一定（dT = 0 ）では 

d𝐺 = 𝑉d𝑃 

n モルの理想気体の場合，PV = nRT が状

態方程式として成り立つため， 

d𝐺 = 𝑛𝑅𝑇
d𝑃

𝑃
 

両辺を P : 1 → P, G : 𝐺° → Gの区間で

定積分すると（標準状態を 1 気圧とした） 

∫ d𝐺
𝐺

𝐺°
= ∫ 𝑛𝑅𝑇

d𝑃

𝑃

𝑃

1

 

∴ 𝐺 = 𝐺° + 𝑛𝑅𝑇ln(𝑃/1) 

32 モル分率： 

混合物において，ある成分の物質量を合

計物質量で割った商。 

33 式(1.20)の導出は Appendix 1.D。 

34 活量係数： 

構成成分が衝突し実効的に化学反応に関

与する分量の指標。詳細は Appendix 1.E。 

 

 

 

 

 

 

 

 

35 Π は総乗を表す記号。i と n を自然数

として 

∏𝑏𝑖 = 𝑏1 × 𝑏2 ×⋯× 𝑏𝑛

𝑛

i=1

 

 

 

 
36 理想溶液で溶媒が溶質に対して過剰な

ので，溶質のモル分率はモル濃度に置き

換えられる。 
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𝐾𝑝 =
∏ 𝑝′𝑗

𝜐′𝑗𝑚
𝑗

∏ 𝑝𝑖
𝜐𝑖𝑛

𝑖
⁄                             (1.25) 

となり，化学反応する理想溶液 36であれば（成分 Ai, A’jそれぞれのモル濃

度を𝑐𝑖 , 𝑐′𝑗として），濃度平衡定数 Kcは 

𝐾𝑐 =
∏ 𝑐′𝑗

𝜐′𝑗𝑚
𝑗

∏ 𝑐𝑖
𝜐𝑖𝑛

𝑖
⁄                             (1.26) 

となる。 

この可逆的な化学反応において，あらためて，物質量変化に応じた反

応進行度𝜉を，成分iの物質量の変化量Δni を用いて∆𝑛𝑖/𝜐𝑖 ≡ Δ𝜉と定義する 

（𝜉はグザイと読み，単位はmolである）。正反応が進行するほど 

反応物Ai 側（原系とよぶ）：∆𝑛𝑖 = −𝜐𝑖Δ𝜉 

生成物A’j 側（生成系とよぶ）：∆𝑛′𝑖 = 𝜐′𝑖Δ𝜉 

と表せる。すると，式(1.16)を用いれば，系全体の反応のギブス自由エネ

ルギー変化量Δ𝐺𝑟 は 37 

∆𝐺𝑟 = ∆𝐺𝑟(生成系) + ∆𝐺𝑟(原系) = (∑𝜐′𝑗𝜇
′
𝑗

𝑚

𝑗

−∑𝜐𝑖𝜇𝑖

𝑛

𝑖

)Δ𝜉        (1.27) 

よって，化学反応する理想気体においては，式(1.20)を代入して 

∆𝐺𝑟 = (∑𝜐′𝑗

𝑚

𝑗

𝜇′𝑗
° −∑𝜐𝑖𝜇𝑖

°

𝑛

𝑖

+ 𝑅𝑇ln
∏ 𝑝′𝑗

𝜐′𝑗𝑚
𝑗

∏ 𝑝𝑖𝜐𝑖
𝑛
𝑖

)Δ𝜉             (1.28)    

∆𝐺𝑟 = (∆𝐺𝑟
° + 𝑅𝑇ln𝑄𝑝)Δ𝜉                                             (1.29)       

ただし， 

∆𝐺𝑟
° =∑𝜐′𝑗

𝑚

𝑗

𝜇′𝑗
° −∑𝜐𝑖𝜇𝑖

°

𝑛

𝑖

  ,   𝑄𝑝 =
∏ 𝑝′𝑗

𝜐′𝑗𝑚
𝑗

∏ 𝑝𝑖𝜐𝑖
𝑛
𝑖

         

とおいた。∆𝐺𝑟
°を反応の標準ギブス自由エネルギー変化量，Qpを気体の反

応指数とよぶ 38。 

 ∆𝐺𝑟
°の意味するものは，温度 T（＝標準状態の温度 25℃）「反応物と生成

物が純物質であるときのギブス自由エネルギーの差」である。つまり，系

の物質に固有である。化学平衡に達すると，d𝐺𝑟(𝜉) d𝜉⁄ ~∆𝐺𝑟(𝜉) ∆𝜉⁄ = 0 お

よび Qp = Kp なので，式(1.29)は 

∆𝐺𝑟
° + 𝑅𝑇ln𝐾𝑝 = 0               

∴     ∆𝐺𝑟
° = −𝑅𝑇ln𝐾𝑝             (1.30)  

である 39。同様にして，化学反応する理想溶液では，濃度平衡定数 Kc を

用いて 

   ∆𝐺𝑟
° = −𝑅𝑇ln𝐾𝑐               (1.31) 

が化学平衡時に成り立つ。このように，化学平衡の平衡定数は反応の標準

ギブス自由エネルギーで決まるのであり，それは反応物と生成物が純物質

であるときのギブス自由エネルギーの差であることから， 

「平衡定数は標準状態の温度と化学反応種が決まれば一意に決まる」。 

 

よって，温度と容器体積が一定のもと，化学平衡が成り立っている系で 

・反応物を増量すると，反応指数の分母が増大するので，分子も増大する

ように反応物の量を減らして生成物が増量する方向に，化学反応が自発的

に進行する（平衡定数の値に戻ったらそれ以上は進まない）。 

37 ある可逆な化学反応のギブス自由エネ

ルギー変化量は，その化学反応の素過程

となる反応のギブス自由エネルギー変化

量の総和である。ここでは，系全体の変化

を生成系と原系それぞれの変化の総和と

みなしている。 

 

38 Kpはあくまでも化学平衡時に定義され

ている。ここでは化学反応が進行中であ

るため，別途に Qpとして定義する。系が

平衡に達すれば Qp = Kp である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

39 例えば， 

H2 + I2  ⇄   2HI 

の∆𝐺𝑟
°は−24.7 kJ mol−1である。いま，H2 

1 mol を 0.5 気圧，I2  1 mol を 0.5 気圧

で反応容器（容積は一定）に封じて 25℃

（標準状態の温度）に保つと，この反応が

自発的に進行して平衡に達する。このと

きの圧平衡定数は 

ln𝐾𝑝 = −
−24.7 × 103

8.31 × 298.15
= 9.97 

∴ 𝐾𝑝 = e
9.97 = 2.14 × 104  

反応進行度𝜉は次の通りに求まる。 

 

 

 

 

 

 

H2 , I2 , HIの分圧をそれぞれ p1 , p2 , p3 と

おくと 

𝐾𝑝 =
𝑝3
2

𝑝1𝑝2
= (

𝜉

0.5(1 − 𝜉)
)
2

= 2.14 × 104 

0 < ξ < 1 なので 

1

𝜉
− 1 = √

1

2.14 × 104 × 0.52
 

∴ 𝜉 = 0.96 
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・生成物を増量すると，反応指数の分子が増大するので，分母も増大する

ように生成物の量を減らして反応物が増量する方向に，化学反応が自発的

に進行する（平衡定数の値に戻ったらそれ以上は進まない）。 

これは，物質量変化に関するルシャトリエの原理そのものである。 

 

系の温度変化に関するルシャトリエの原理 

 系で化学平衡が成り立っているときに，急激に温度を昇温（もしくは降

温）させて，その温度で保つと，正反応が発熱反応の場合，生成物の量を

減少（もしくは増大）する方向に自発的に反応が進行する。正反応が吸熱

反応の場合，反応物の量を減少（もしくは増大）する方向に自発的に反応

が進行する。いずれでもあらたな平衡状態に達すると，物質量はそれ以上

変化しなくなる。この現象も，∆𝐺𝑟
°を用いて理解しよう。 

発熱反応か吸熱反応かは正反応の反応熱∆𝐻𝑟で決まるので，∆𝐺𝑟
°と∆𝐻𝑟の

関係をまずは調べる必要がある。実は，標準反応熱∆𝐻𝑟
°と反応の標準ギブ

ス自由エネルギー変化量∆𝐺𝑟
°には，次の式が成り立つ 40。 

∆𝐻𝑟
° = −𝑇2 [

d

d𝑇
(
∆𝐺𝑟

°

𝑇
)]                                         (1.32) 

化学反応する理想気体の場合は，式(1.30)を式(1.32)に代入して， 

∆𝐻𝑟
° = 𝑇2 [

d(R ln𝐾𝑝)

d𝑇
]                              

∴      d(ln𝐾𝑝) =
∆𝐻𝑟

°

𝑅𝑇2
d𝑇                          (1.33)   

標準状態の温度からの微小変化d𝑇に対してln𝐾𝑝が変化する関係が，温度を

ずらしながらも成立し続けるとみなせるため，両辺を不定積分できて，∆𝐻𝑟
° 

が温度によらず定数である場合， 

ln𝐾𝑝 = −
∆𝐻𝑟

°

𝑅𝑇
+ 𝐼                          (1.34)   

となる（Iは積分定数）。これをグラフにしたのが図 1-14 である。 

 

図 1-14 温度と圧平衡定数との関係 41 

つまり， 

・正反応が発熱反応の場合，温度を昇温（もしくは降温）させると，圧平

衡定数 Kpは小さくなる（もしくは大きくなる）。つまり生成物の量は減少

（もしくは増大）する。 

・正反応が吸熱反応の場合，温度を昇温（もしくは降温）させると，圧平

衡定数 Kpは大きくなる（もしくは小さくなる）。つまり生成物の量は増大

（もしくは減少）する。 

化学反応する理想溶液でも同様のことがいえる。これが系の温度変化に関

するルシャトリエの原理である。 

40 式(1.32)を導出する。熱力学第一法則と

第二法則から，可逆的な変化では 

∆𝑈 = −𝑃∆𝑉 + 𝑇∆𝑆 

有限の変化量を無限小で扱うと 

d𝑈 = −𝑃d𝑉 + 𝑇d𝑆          ⋯① 

ここで 

d𝐺 = d𝐻 − d(𝑇𝑆) 

= d𝑈 + d(𝑃𝑉) − d(𝑇𝑆) 

= d𝑈 + 𝑉d𝑃 + 𝑃d𝑉 − (𝑆d𝑇 + 𝑇d𝑆) 

= −𝑆d𝑇 + 𝑉d𝑃  (∵①)  

圧力が一定（dP = 0 ）では 

d𝐺 = −𝑆d𝑇 ∴ 𝑆 = −
d𝐺

d𝑇
 

これを𝐺 = 𝐻 − 𝑇𝑆 に代入して（偏微分𝜕

の扱い方は Appendix 1.Fを参照） 

𝐺 = H + T(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑃
 

∴  𝐻 = 𝐺 − T(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑃
= −𝑇2 [

𝜕

𝜕𝑇
(
𝐺

𝑇
)]
𝑃
 

∵  [
𝜕

𝜕𝑇
(
𝐺

𝑇
)]
𝑃
= −

𝐺

𝑇2
+
1

𝑇
(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑃
 

“商の微分”を利用         

 

温度が一定である場合，始状態と終状態

の差をとるとして有限変化量∆𝐺 および

∆𝐻を考えれば， 

∆𝐻 = −𝑇2 [
𝜕

𝜕𝑇
(
∆𝐺

𝑇
)]
𝑃
 

圧力と温度が標準状態の場合，標準反応

熱∆𝐻𝑟
°と反応の標準ギブス自由エネルギ

ー∆𝐺𝑟
°を用いて 

∆𝐻𝑟
° = −𝑇2 [

d

d𝑇
(
∆𝐺𝑟

°

𝑇
)] 

41 式(1.34)を Kpについて解くと 

𝐾𝑝 = 𝐶exp(−
∆𝐻𝑟

°

𝑅𝑇
)      (𝐶は定数) 

となり，Kpと T のグラフは下の通りとな

る。 
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〔発展〕開放系定常状態 

 これまで考えてきた化学平衡の系は，系の外とは熱のやりとりのみを考

えてきており，閉鎖系とよばれる。一方で，自然をみわたせば（図 1-15），

系とその外とでは熱と物質がやりとりされている（開放系とよぶ）。その

ような状況で，生体分子やその集合体である生物は有効なエネルギー変換

を行っており，化学平衡から遠のいた状態が維持されている。これを理解

するために，Prigogine
プ リ ゴ ジ ン

は化学平衡の考え方を拡張することとした。 

 

 

 

 

 

 

 

図 1-15 自然の様々な階層における開放系 

 

 系の外には熱を与える源（熱浴とよぶ）が 2 つあり，系（例えばタンパ

ク質）は高温（温度 T1）の熱浴（周囲にいる分子）から熱量 Q1 を受け取

り，低温（T2）の熱浴（周囲にいる別の分子）へ熱量 Q2 をわたしている

単純な状況を考えよう。系の内部エネルギーU について熱力学第一法則が

単位時間ごとに成り立つときを考えると，系の仕事（例えばタンパク質の

振動や変形と周囲の分子との接触や相互作用の関係であり，符号は周囲か

らタンパク質への向きを正にとる）を w として式(1.10)から 

d𝑈

d𝑡
=
d𝑄1
d𝑡

−
d𝑄2
d𝑡

+
dw

d𝑡
                         (1.35)   

となる。この系のエントロピーは，非平衡状態にある限り（図 1-7 を参照），

単位時間当たりに σ [J K－1 s－1]増大しているとする（σ > 0 であり，エン

トロピー生成速度とよぶ）42。熱力学第二法則（式(1.7)）も同様に単位時

間ごとに成り立つと考えると， 

d𝑆

d𝑡
= 𝜎 +

1

𝑇1

d𝑄1
d𝑡

−
1

𝑇2

d𝑄2
d𝑡
                          (1.36)   

である（ただし，𝑇1 > 𝑇2である）。ここで系が定常状態 43，つまり，   

d𝑈

d𝑡
= 0かつ 

d𝑆

d𝑡
= 0 とすると，式(1.35)と式(1.36)から

d𝑄2

d𝑡
を消去できて 

dw

d𝑡
= 𝑇2𝜎 + (

𝑇2
𝑇1
− 1)

d𝑄1
d𝑡
                   (1.37) 

が成り立つ。σ > 0 であるので，式(1.37)は，系（例えばタンパク質）は，

開放系でも定常状態であれば 44，系は単位時間内に外へむけて仕事が可能 

であることを意味する。特に，σ → 0 （平衡状態に達するとき）では，
dw

d𝑡

の大きさ|
d𝑤

d𝑡
|は最大となり，単位時間当たりのエネルギー効率は 

|
d𝑤
d𝑡
|

d𝑄1
d𝑡

⁄ = 1 −
𝑇2
𝑇1
                  (1.38) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

42  𝜎は瞬間瞬間ごとに系がもつ確率的

な遷移のエントロピーを示す（系のエン

トロピーS や周囲とやりとりする熱量 Q1

と Q2は，時間が十分に経ったときの総量

であり，平衡時の熱力学第 2 法則では，σ

は顔を出さない）。分子1個をみたときに，

非平衡状態から平衡状態へむかって原子

の配置が（不安定な結合角や結合距離も

含めて）いろいろな状態に確率的に遷移

できるとする立場で考える。詳細は非平

衡統計力学のテキストを参照。 

 

43 定常状態： 

いくつかの示強性変数が空間的に均一で

あり，時間的に一定である状態。 

 
44 この考えは平衡状態から遠ければ成立

することから，非平衡状態から平衡状態

へ単調に変化する閉鎖系にも適用され

る。 
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である。つまり，平衡状態に近い状態にある系が外へ向けてする仕事は，

最大で，Carnot
カ ル ノ ー

の熱機関 45と同等となる。以上より，系が単位時間当たり

σ でばらつきを増してゆく中でも，外へ向けて仕事ができることが示され

た。 

 次に，上記よりやや複雑な状況として，図 1-16 のように，物質 X が可

逆的に物質 Y に化学変化する反応（ただし，化学ポテンシャルは 𝜇𝑋 > 𝜇𝑌

とする）で，系の外（温度 T0）へ熱量 Q をわたす系について，単位時間当

たりの仕事 w を考える。物質 X が単位時間当たりに系に取り込まれる流

量と物質 Y が系の外へ放出される流量をそれぞれ jX, jYとおく。 

 

図 1-16 モータータンパク質を想定した開放系定常状態の模式図。物質 X

は ATP，物質 Y は ADP（とリン酸）を想定 46している。 

 

すると，単位時間ごとに熱力学第一法則（式(1.12)）を適用して， 

d𝑈

d𝑡
= 𝜇𝑋𝑗𝑋 − 𝜇𝑌𝑗𝑌 −

dQ

d𝑡
+
dw

d𝑡
                         (1.39)   

であり，熱力学第二法則（式(1.7)）からは， 

d𝑆

d𝑡
= 𝜎 + 𝑠𝑋𝑗𝑋 − 𝑠𝑌𝑗𝑌 −

1

𝑇0

d𝑄

d𝑡
                          (1.40)   

が成り立つ（ただし，𝑠𝑋, 𝑠𝑌はそれぞれ 1 モル当たりの物質 X, Y のエント

ロピーである）。定常状態（
d𝑈

d𝑡
= 0かつ 

d𝑆

d𝑡
= 0）とみなし，jX = jY = j と近

似すると， 

d𝑄

d𝑡
= 𝑇0𝜎 + 𝑇0(𝑠𝑋 − 𝑠𝑌)j                                    (1.41) 

∴    
d𝑤

d𝑡
= 𝑇0𝜎 + 𝑗{𝑇0(𝑠𝑋 − 𝑠𝑌) − (𝜇𝑋 − 𝜇𝑌)}              (1.42) 

が導かれる。式(1.42)は，系内のエントロピー生成速度，および，系の外

の X,Y がもたらすエントロピーの流量のバランスで，（モータータンパク

質のような）系でも定常的に仕事を行うことができるケース 47があること

を意味している。このような非平衡開放系でのアボガドロ数個の分子の定

常状態をあつかった理論モデルは現在，1 粒子計測技術さらには 1 分子計

測技術などの発展により新たな側面から検証可能になってきている。 

 

〔発展〕駆動する分子機械 

 以上の説明が分子 1 個にも適用できるとした場合，自身のエントロピー

生成速度と周囲とのエントロピー流量の条件がそろえば，分子 1 個で仕事

ができるといえる。そして，モータータンパク質ではなく人工の分子でも，

分子自身のふらつきの自由度の設計と，分子周囲の環境の調整によって，

45 カルノーの熱機関： 

等温可逆膨張→断熱可逆膨張→等温可逆

圧縮→断熱可逆圧縮させて初期状態に戻

すサイクルで，動力機関となる系のこと。

詳しくは Appendix 1.Gを参照。 

 

46 ATP：アデノシン三リン酸  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ADP：アデノシン二リン酸 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

47 Schrödinger
シ ュ レ ー デ ィ ン ガ ー

はブリゴジンより前に，

“負のエントロピー”を定義して生物の

特徴を記述しようとした。生物を観察し

ている限り，生物は秩序を保ち続けるた

め，次式を満たす必要があるとした。 

d𝑆

d𝑡
= 𝜎 + 𝑗𝑖𝑛

𝑆 − 𝑗𝑜𝑢𝑡
𝑆 ≤ 0    

 

 

 

シュレーディンガーは，生物は“何かを地

球環境から摂取する（増大する）”系とし

て考えるために𝛹 ≡ −Sとして“負のエン

トロピー𝛹”を導入した。すると上式は 

d𝛹

d𝑡
= −𝜎 + 𝑗𝑖𝑛

𝛹 − 𝑗𝑜𝑢𝑡
𝛹    

となり，生物が定常状態を保つならば

 
d𝛹

d𝑡
= 0 なので 

𝑗𝑖𝑛
𝛹 = 𝜎 + 𝑗𝑜𝑢𝑡

𝛹 > 𝜎 

となる。                       ↓  
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分子 1 個で様々な機能が実現可能ということになる。例えば，Tour
ツ ア ー

の研究

グループやFeringa
フ ェ リ ン ハ

の研究グループが中心となって開発した“ナノカー”

とよばれる人工分子がある（図 1-17）。これは，固体表面上に吸着すると

（単純な 2 次元のブラウン運動 48 とは異なり）その表面上で一方向的に

並進運動しやすくなる分子機械 49の一つである。 

（a）               (b) 

 

 

 

 

 

 

図 1-17 ナノカーの構造式（（a）ツアーの研究グループのナノカー，(b)

フェリンハの研究グループのナノカー）50。 

 

また，野地の研究グループは，回転する分子機械の一つである，ポルフ

ィリンを配位子とする Ce 錯体（図 1-18）について，中心金属イオンを軸

にした配位子の回転運動を実時間計測することに成功した。このグループ

は，一方の配位子を基板に共有結合で固定し，もう一方の配位子には大き

さ 200 nm の粒子を共有結合で結合して，この粒子 1 個（つまりは分子機

械 1 個）が基板上でふらふらと回転する様子を光学顕微鏡下でそのまま観

察した。実験結果から，この分子機械はおよそ 90 度を単位とするステッ

ピングモータのような動きをすることが明らかになり，配位子が 90 度回

転するための活性化エネルギーは 7.4 kJ mol－1 と見積もられた（活性化

エネルギーの見積り方は第 2 回を参照）。このような分子機械の開発と計

測技術の発展は，分子そのものの物理・化学的理解から生命現象の分子論

的考察まで幅広く貢献するものである。 

 

 

 

 

 

図 1-18 回転する分子機械の構造式（Su=スクシンイミジル基）51。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

↑ 

すなわち，生物とは負のエントロピーを

環境から摂取し続ける系であると特徴付

けた。シュレーディンガーのこの主張は

批判を多く受けたが，当時の若手の自然

科学者が生命現象に目を向けることの契

機となった。Mikhailov & Ertl, Chemical Complexity, 

Springer, Chapter 2, (2017). 

48 ブラウン運動：  

微粒子が液体中や液体表面でみせる不規

則な運動。詳細は Appendix 1.Hを参照。 

 

49 分子機械： 

並進や振動・回転などの動きが制限され

た中で機能を発揮する分子や分子集合

体。フェリンハ，ストッダード，ソバージ

ュは 2016 年に分子機械の研究業績でノ

ーベル化学賞を受賞した。 

 

50 出典と合成経路：  

Shirai et al., Nano Lett., 5, 2330 (2005). Kudernac 

et al., Nature, 479, 208 (2011). 

 

51 R’のスクシンイミジル基は活性エステ

ルの一つで，エステル交換反応に有利。R

のアジド基は 1,3-付加環化反応でアルキ

ンと反応する活性基。いずれも基板や粒

子と分子機械を結合させるために設計。 

Ikeda et al., Angew. Chem. Int. Ed., 53, 10082 

(2014). 
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Appendix 1.A.  平衡時にエントロピーが極大となる説明 

 本文では，現象だけをみて平衡状態とエントロピーを結び付けたので，

ここでは，その裏付けを統計力学で行うことにする。 

系全体がエネルギーE0 で構成粒子数 N が一定である中，系内のある粒

子がエネルギー𝐸𝑙をとるとすると（𝐸0 ≫ 𝐸𝑙），それ以外の粒子は 𝐸0 − 𝐸𝑙 

のエネルギーでいろいろな状態をとりうる。よって，場合の数を W とし

て，注目した粒子の存在確率 P(l)は（p.3 の欄外を参照）， 

𝑃(𝑙) ∝ 𝑊(𝐸0 − 𝐸𝑙) 

𝑃(𝑙) = 𝐶 ∙ 𝑊(𝐸0 − 𝐸𝑙) 

とかける（C は定数）52。両辺の対数をとり，右辺をテイラー展開 53すれ

ば 

 ln𝑃(𝑙) = ln𝐶 + ln𝑊(𝐸0 − 𝐸𝑙) 

  ~ ln𝐶 + ln𝑊(𝐸0) +
𝜕ln𝑊(𝐸0)

𝜕𝐸
(−𝐸𝑙) +

1

2!

𝜕2ln𝑊(𝐸0)

𝜕𝐸2
(−𝐸𝑙)

2 +⋯ 

となる。𝐸0 ≫ 𝐸𝑙なので，2 次微分以下は無視することで， 

ln𝑃(𝑙) = ln(𝐶𝑊(𝐸0) exp(−𝛽𝐸𝑙))        

∴   𝑃(𝑙) = 𝐴 exp(−𝛽𝐸𝑙) 

が導かれる。ただし 

𝐴 = 𝐶𝑊(𝐸0), 𝛽 =
𝜕ln𝑊(𝐸0)

𝜕𝐸
 

とおいた。まず定数 A を求めよう。存在確率𝑃(𝑙)は∑ 𝑃(𝑙) = 1l （規格化条

件とよぶ）を満たすので 

A∑exp(−𝛽𝐸𝑙)

𝑙

= 1   

∴ 𝐴 =
1

∑ exp(−𝛽𝐸𝑙)𝑙
 

である。次に，定数 β を考える。注目している粒子とそれ以外とで，可逆

的にエネルギーΔE をやりとりしている状況なので（p.7 を参照），エント

ロピー変化量∆𝑆とエネルギーΔE と温度の間には次の関係がある。 

∆𝑆 =
∆𝐸

𝑇
    ∴  

𝜕𝑆

𝜕𝐸
=
1

𝑇
 

ボルツマンによるエントロピーの定義（S = kB lnW；p.3 を参照）から，  

𝑘𝐵
𝜕(ln𝑊)

𝜕𝐸
=
1

𝑇
 

が成り立つ。したがって 

𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇
 

である。以上より 

𝑃(𝑙) =
exp(−

𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇
⁄ )

∑ exp (−
𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇
⁄ )𝑙

 

これをカノニカル分布 54とよび，その分母を状態和もしくは分配関数とよ

ぶ。 

 

このとき，系における粒子の平均エネルギー〈𝐸〉は，期待値として求めれ

ばよいので， 

52 大沢文夫は，粒子数 N（3 個など）も

エネルギーE0 も小さい系でも，この比例

関係（“他人のせい”とよぶ）が成り立つ

ことを議論し，少数系の統計力学を展開

した。統計力学がよくわからなくなった

人には大変おススメである。シミュレー

ションも web 公開されている（最終閲覧

日 2021 年 6 月 12 日）。 

http://bpwakate.net/Oosawa/ 

simulator.html 

 

 

 

 

 

大沢文夫「手作り統計力学」（名古屋大学出版会） 

 

53 テイラー展開とは以下の通り。関数 f(x)

について x = x0 の周りでテイラー展開す

るとは（ここで x0 >> h とする） 

𝑓(𝑥0 + ℎ) 

= 𝑓(𝑥0) +
𝑓′(𝑥0)

1!
ℎ +

𝑓′′(𝑥0)

2!
ℎ2 

    +⋯+
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
ℎ𝑛 + 𝑅𝑛+1(ℎ) 

と表したとき，lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(ℎ) = 0 がある区間

I のすべての h で成り立つことをいう。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

54 P.3 欄外でも指数関数的に減少する分

布を得た。これを一般化するとボルツマ

ン分布（第 4 回で後述）が得られる。結果

からみると，ボルツマン分布とカノニカ

ル分布とは同一であるので注意しよう。 

 



   豊田太郎 物性化学ノート 2024 

17 
 

〈𝐸〉 =∑𝐸𝑙𝑃(𝑙)

𝑙

=
∑ 𝐸𝑙 exp(−

𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇
⁄ )𝑙

∑ exp(−
𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇
⁄ )𝑙

 

となる。この平均エネルギーは，粒子数が膨大であれば，系の持つ内部エ

ネルギーU とみなせる 55。つまり， 

𝑈(= 〈𝐸〉) =
∑ 𝐸𝑙 exp (−

𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇
⁄ )𝑙

∑ exp(−
𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇
⁄ )𝑙

 

である。状態和（もしくは分配関数） 

∑exp(−
𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇
⁄ )

𝑙

= 𝑍 

とおくと，平均エネルギー（つまりは内部エネルギー）をもつ状態にある

粒子の場合の数をあらためて Wsとすれば， 

𝑍 = exp(−
〈𝐸〉

𝑘𝐵𝑇
⁄ ) + exp(−

〈𝐸〉
𝑘𝐵𝑇
⁄ ) +⋯

⏟                          

𝑊𝑠通り

 

= 𝑊𝑠exp (−
〈𝐸〉

𝑘𝐵𝑇
⁄ ) 

となるので， 

𝑊𝑠 =
𝑍

exp (−
〈𝐸〉

𝑘𝐵𝑇
⁄ )

 

よって，この平均エネルギーに基づく系のエントロピー𝑆は 56 

                  𝑆 = 𝑘𝐵ln𝑊𝑠 = 𝑘𝐵ln{
𝑍

exp(−
〈𝐸〉

𝑘𝐵𝑇
⁄ )

} = 𝑘𝐵 {ln𝑍 +
〈𝐸〉

𝑘𝐵𝑇
} 

                      = −𝑘𝐵∑𝑃(𝑙)ln𝑃(𝑙)             

𝑙

 

と求まる。ここで，断熱の条件のもとで熱源（温度 T）と接したまま，系

を平衡からずらすとし（内部エネルギーU は不変），その時の分布を𝑃′(𝑙),  

系のエントロピーを𝑆′とおいて，𝑃′(𝑙) = 𝑃(𝑙)のときに平衡に至るとする。

つまり， 

∑𝑃(𝑙)

𝑙

=∑𝑃′(𝑙)

𝑙

= 1 

∑𝐸𝑙𝑃(𝑙)

𝑙

=∑𝐸𝑙𝑃′(𝑙)

𝑙

= 𝑈 

とおく。このとき， 

𝑆 − 𝑆′ = −𝑘𝐵 {∑𝑃(𝑙)ln𝑃(𝑙)

𝑙

−∑𝑃′(𝑙)ln𝑃′(𝑙)

𝑙

} ≥ 0 

を示せば，𝑆が極大であることになる。いま， 

∑𝑃′(𝑙)ln𝑃(𝑙)

𝑙

=∑𝑃′(𝑙) [−
𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇

− ln𝑍]

𝑙

= −
𝑈

𝑘𝐵𝑇
− ln𝑍 

∑𝑃(𝑙)ln𝑃(𝑙)

𝑙

=∑𝑃(𝑙) [−
𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇

− ln𝑍]

𝑙

= −
𝑈

𝑘𝐵𝑇
− ln𝑍 

であるので， 

 

 

 

 

 

55 粒子数が膨大であれば，平均エネルギ

ーからずれたエネルギーの粒子は少数と

なるので，無視される。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

56 最後の式変形は以下の通り。カノニカ

ル分布𝑃(𝑙)の対数をとると 

ln𝑃(𝑙) = −
𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇

− ln𝑍 

よって， 

𝐸𝑙
𝑘𝐵𝑇

= − ln𝑍 − ln𝑃(𝑙) 

これを利用すると， 

〈𝐸〉

𝑘𝐵𝑇
=∑

𝐸𝑙𝑃(𝑙)

𝑘𝐵𝑇
𝑙

 

          =∑(− ln𝑍 − ln𝑃(𝑙))𝑃(𝑙)

𝑙

 

= −ln𝑍∑𝑃(𝑙) −∑𝑃(𝑙)ln𝑃(𝑙)

𝑙𝑙

 

= −ln𝑍 −∑𝑃(𝑙)ln𝑃(𝑙)

𝑙

 

∵  ∑𝑃(𝑙)

𝑙

= 1 (規格化条件) 

よって 

ln𝑍 +
〈𝐸〉

𝑘𝐵𝑇
= −∑𝑃(𝑙)ln𝑃(𝑙)

𝑙
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𝑆 − 𝑆′ = −𝑘𝐵 {∑𝑃′(𝑙)ln𝑃(𝑙)

𝑙

−∑𝑃′(𝑙)ln𝑃′(𝑙)

𝑙

} = 𝑘𝐵∑𝑃′(𝑙)ln
𝑃′(𝑙)

𝑃(𝑙)
𝑙

 

と書き直せる。ここで，
𝑃′(𝑙)

𝑃(𝑙)
= 𝑥(𝑙)とおくと，やや技巧的だが 

∑𝑃(𝑙)

𝑙

=∑𝑃′(𝑙)

𝑙

⟺∑𝑃(𝑙)(1 − 𝑥(𝑙))

𝑙

= 0 

となることを利用して， 

𝑆 − 𝑆′ = 𝑘𝐵∑𝑃′(𝑙)ln
𝑃′(𝑙)

𝑃(𝑙)
𝑙

= 𝑘𝐵∑𝑃(𝑙){𝑥(𝑙)ln𝑥(𝑙) − 𝑥(𝑙) + 1}

𝑙

 

と変形できる。𝑥(𝑙) ≥ 0 であるから 57， 

𝑥(𝑙)ln𝑥(𝑙) − 𝑥(𝑙) + 1 ≥ 0 

であり，さらに𝑃(𝑙) ≥ 0 だから 

  𝑆 − 𝑆′ = 𝑘𝐵∑𝑃(𝑙){𝑥(𝑙)ln𝑥(𝑙) − 𝑥(𝑙) + 1}

𝑙

≥ 0 ⇔  𝑆 ≥ 𝑆′ 

が成り立つ。つまり，平衡時でないときのエントロピー𝑆′は平衡時の𝑆以

下であることから，平衡時のエントロピーは極大である。 

 

 

Appendix 1.B.熱力学的性質を表す凸関数のルジャンドル変換 58 

熱力学で扱うエントロピー，エンタルピー，内部エネルギー，ヘルム

ホルツ自由エネルギー，ギブス自由エネルギーは，実質的には同じ関数

であり，何を変数にとるかという違いによって使い分けられているにす

ぎない。これは，系内で相転移が起こる（例えば温度 Tが内部エネルギ

ーUによらずにある範囲で一定値となる）場合も含めて，熱力学的性質

を表す凸関数𝑓(𝑥, 𝑦,⋯ ) であれば， 

𝑝 =
∂𝑓(𝑥, 𝑦,⋯ )

∂𝑥
 

としたとき， 𝑝, 𝑦,⋯で適当な関数𝑔(𝑝, 𝑦,⋯ )を𝑓(𝑥, 𝑦,⋯ )から構築して，逆

に𝑔(𝑝, 𝑦,⋯ )を用いて𝑓(𝑥, 𝑦,⋯ )を再構築できるからである 59。これを可能

にする関数𝑔(𝑝, 𝑦,⋯ )を得るのがLedendre
ル ジ ャ ン ド ル

変換である。 

1 変数の凸関数のルジャンドル変換は次の通りである。下に凸な関数

𝑓(𝑥)が開区間𝑥inf < 𝑥 < 𝑥supで定義されている時，偏導関数𝑓′(𝑥)の下限値

と上限値をそれぞれ𝑝inf，𝑝sup とすると，𝑓′(𝑥)は増加関数なので， 

𝑝inf = 𝑓
′(𝑥inf + 0),     𝑝sup = 𝑓

′(𝑥sup − 0) 

と求まり， 

𝑝inf < 𝑝 < 𝑝sup  

を満たす実数𝑝を任意にとると𝑓′(𝑥) = 𝑝をみたすような𝑥は，𝑓′(𝑥)が連続

な増加関数なので𝑥inf < 𝑥 < 𝑥supの中に 1 点だけ必ず存在する 60。この点

を𝑥(𝑝)とかくと，偏導関数の逆関数を用いて 

𝑥(𝑝) = 𝑓′−1(𝑝) 

となる。この関数𝑥(𝑝)を用いて関数𝑔(𝑝)を次のように定義する。 

𝑔(𝑝) ≡ 𝑥(𝑝)𝑝 − 𝑓(𝑥(𝑝))      (𝑝inf < 𝑝 < 𝑝sup ) 

つまり，𝑝inf < 𝑝 < 𝑝sup にある𝑝 = 𝑓′(𝑥)で 𝑥𝑝 − 𝑓(𝑥)の値を𝑝で表したも

のが𝑔(𝑝)である 61。例えば，0 < 𝑥 < +∞において，𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1は下に

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

57 𝑓(𝑥) = 𝑥ln𝑥 − 𝑥 + 1のグラフの概形は

次の通り。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

58 引用文献：  

清水明「熱力学の基礎 第 2 版」（東京大学出版会），p.214-271

（2021）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

59 凸関数を単に微分して積分するのだ

と，積分定数が加わるから，1 対 1 にもと

の凸関数を再構築できるわけではない。

相転移を含む系の不連続関数なら，なお

さらである。 

 

 

 

 

 

 

 

60 これは中間値の定理「関数𝑢(𝑥)を閉区

間 [𝑎, 𝑏]上で連続な関数とすると，    

𝑢(𝑎) < s < 𝑢(𝑏)を満たす実数sに対して，

𝑢(𝑥) = 𝑠を満たす実数𝑥が少なくとも一つ

存在する」を用いて証明できる。 

 

61 上に凸の関数の場合は， 

𝑝inf = 𝑓
′(𝑥sup + 0),     𝑝sup = 𝑓

′(𝑥inf − 0) 

と入れ替えればよい。 
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凸で，あらゆる𝑥で微分可能で𝑓′(𝑥) = 2𝑥 = 𝑝で，𝑥(𝑝) = 𝑝/2も一意にさ

だまる。したがって， 

𝑔(𝑝) = 𝑥(𝑝)𝑝 − 𝑓(𝑥(𝑝)) = (𝑝/2)𝑝 − ((𝑝/2)2 + 1) = 𝑝2/4 − 1 

であり，𝑔(𝑝) の定義域は0 < 𝑝 < +∞である。𝑔(𝑝)は下に凸で，あらゆる

𝑝で微分可能で𝑔′(𝑝) = 𝑝/2 = 𝑥 を満たす𝑝の値 𝑝(𝑥) = 2𝑥も一意にさだま

る。よって， 

𝑝(𝑥)𝑥 − 𝑔(𝑝(𝑥)) = (2𝑥)𝑥 − ((2𝑥)2/4 − 1) = 𝑥2 + 1 

となり，0 < 𝑔′(𝑝) < +∞なので，𝑥の範囲も0 < 𝑥 < +∞となり，元の𝑓(𝑥)

を構築できた。つまり，凸関数𝑓(𝑥)をルジャンドル変換して得た𝑔(𝑝) を

ルジャンドル変換すれば元の関数が得られる。 

 不連続な関数であっても，凸関数であれば，𝑓′(𝑥 − 0)と𝑓′(𝑥 + 0)が増加

関数になっているため，ルジャンドル変換を定義できる 62。つまり，開空

間 Iで下に凸な関数𝑓(𝑥)が与えられたとする。𝑓′(𝑥 ± 0)の下限値と上限値

をそれぞれ𝑝inf ，𝑝sup とおくと，𝑝inf < 𝑝 < 𝑝sup の範囲の任意の𝑝について

𝑓′(𝑥 − 0) ≤ 𝑝 ≤ 𝑓′(𝑥 + 0)を満たすような𝑥を用いて 

𝑔(𝑝) ≡ 𝑥𝑝 − 𝑓(𝑥)  

と定義した 𝑔(𝑝)を 𝑓(𝑥)のルジャンドル変換とよぶ。もしも，    

𝑓′(𝑥 − 0) ≤ 𝑝 ≤ 𝑓′(𝑥 + 0)を満たす𝑥において𝑓′(𝑥)が微分可能であれば，

𝑓′(𝑥 − 0) = 𝑓′(𝑥 + 0) = 𝑓′(𝑥)となる。 

また， 

ℎ(𝑝) ≡ −𝑔(𝑝) = −{𝑥(𝑝)𝑝 − 𝑓(𝑥(𝑝))} 

も𝑓(𝑥)のルジャンドル変換とよばれ，よく使われる流儀である。この場合，

𝑔(𝑝)について導いた結果を𝑔(𝑝) → −ℎ(𝑝)と置き換えれば全て成り立つが，

この流儀の場合，ℎ(𝑝)をルジャンドル変換しても元の𝑓(𝑥)は得られない。

ℎ(𝑝)から元の𝑓(𝑥)を得るには，𝑝𝑥の符号を変えた，𝑓(𝑥) = ℎ(𝑝(𝑥)) + 𝑝(𝑥)𝑥

を行う必要がある（これを逆ルジャンドル変換とよぶ）。 

多変数の凸関数のルジャンドル変換は次の通りである。(𝑥2, 𝑥3,⋯ ) ≡ �⃗�

とおく。関数𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,⋯ ) = 𝑓(𝑥1, �⃗�)が下に凸であるとき，𝑥1についての

ルジャンドル変換はℎ1(𝑝1, �⃗�)で定義される。このときの𝑝1は， 

∂𝑓(𝑥1 − 0, �⃗�)

∂𝑥1
≤ 𝑝1 ≤

∂𝑓(𝑥1 + 0, �⃗�)

∂𝑥1
 

の範囲の任意の実数であり， 

ℎ1(𝑝1, �⃗�) ≡ 𝑓(𝑥1, �⃗�) − 𝑥1𝑝1

≡ [𝑓(𝑥1, �⃗�) − 𝑥1𝑝1](𝑝1, �⃗�)
 

である。𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,⋯ )が下に凸であれば，ℎ1(𝑝1, 𝑥2, 𝑥3,⋯ )は𝑝1について上

に凸で，𝑥2, 𝑥3,⋯について下に凸になる。逆ルジャンドル変換により，

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,⋯ )に戻る。つまり， 

−
∂ℎ1(𝑝1 − 0, �⃗�)

∂𝑝1
≤ 𝑥1 ≤ −

∂ℎ1(𝑝1 + 0, �⃗�)

∂𝑝1
 

の範囲の任意の実数𝑥1で 

𝑓(𝑥1, �⃗�) = ℎ1(𝑝1, �⃗�) + 𝑝1𝑥1

= [ℎ1(𝑝1, �⃗�) + 𝑝1𝑥1](𝑥1, �⃗�)
 

となる。 

62 例えば下に凸の関数𝑓(𝑥)が 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 

 

(𝑥3 + 𝑥)/4 (0 < 𝑥 < 1)

𝑥 − 1/2 (1 ≤ 𝑥 < 2)

𝑥2/2 − 𝑥 + 3/2 (2 ≤ 𝑥 < 3)

𝑥2/2 − 3/2 (3 ≤ 𝑥)

 

である場合，𝑓′(𝑥 − 0)と𝑓′(𝑥 + 0)を計算

すると， 

𝑓′(𝑥 ± 0)

=

{
 
 

 
 

 

(3𝑥2 + 1)/4 (0 < 𝑥 < 1)

1 (1 ≤ 𝑥 < 2)
𝑥 − 1 (2 ≤ 𝑥 < 3)

2,3 (𝑥 = 3, 複号同順 )

𝑥 (3 < 𝑥)

 

となる。つまり，𝑥 = 3では，𝑓(𝑥)は微分

不可能である。また，2 < 𝑝 < 3の範囲の

𝑝に対しては𝑝 = 𝑓′(𝑥 ± 0)を満たす𝑥は存

在しない。さらに， 1 ≤ 𝑥 < 2では，  

𝑝 = 𝑓′(𝑥 ± 0)を満たす𝑥の値は無数にあ

り，一意的に決まらない。しかし，下図の

ように面積（𝑥𝑝はグラフ領域の長方形の

面積，𝑓(𝑥)は黒い領域の面積）を考えるこ

とで，ルジャンドル変換（面積差に相当）

を適用可能であることを直感的に理解で

きる。 
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ここからは理想気体を考えよう。理想気体の内部エネルギー𝑈(𝑆, 𝑉, 𝑁)

は，下に凸で連続的で微分可能な関数である（𝑆はエントロピー，𝑉は体積，

𝑁は粒子数）。𝑆で𝑈をルジャンドル変換することを考える。偏導関数は 

∂𝑈(𝑆, 𝑉, 𝑁)

∂𝑆
= 𝑇(𝑆, 𝑉,𝑁) 

となり，𝑆, 𝑉, 𝑁で指定される平衡状態の温度𝑇である。内部エネルギーは正

の値をとり（ジュールの法則）下限は 0 で上限はない，つまり， 

0 < 𝑇 < +∞ 

がとれる。そして，ルジャンドル変換は 

𝐹(𝑇, 𝑉, 𝑁) ≡ [𝑈(𝑆, 𝑉, 𝑁) − 𝑆𝑇](𝑇, 𝑉, 𝑁) 

となる。これがヘルムホルツ自由エネルギーである。𝐹(𝑇, 𝑉, 𝑁)は𝑇につ

いては上に凸で，𝑉,𝑁については下に凸な連続関数である。次に，ヘル

ムホルツ自由エネルギーを𝑉でルジャンドル変換することを考える（𝐹が

𝑉について微分可能であるときとする）。偏導関数は， 

∂𝐹(𝑇, 𝑉,𝑁)

∂𝑉
 = [

∂𝑈(𝑆, 𝑉, 𝑁)

∂𝑉
] (𝑇, 𝑉,𝑁)

 = −[𝑃(𝑆, 𝑉,𝑁)](𝑇, 𝑉, 𝑁)
 

となる。圧力𝑃の下限値と上限値をそれぞれ𝑃inf，𝑃supとすれば，   

𝑃inf < 𝑃 < 𝑃sup の任意の値を考える（理想気体では0 < 𝑃 < +∞である）。

この場合，ルジャンドル変換は， 

𝐺(𝑇, 𝑃,𝑁)  ≡ [𝐹(𝑇, 𝑉,𝑁) + 𝑉𝑃](𝑇, 𝑃, 𝑁)

 = [𝑈(𝑆, 𝑉, 𝑁) − 𝑆𝑇 + 𝑉𝑃](𝑇, 𝑃,𝑁)
 

となる。これがギブス自由エネルギーである。𝐺(𝑇, 𝑃,𝑁)は連続で，𝑇, 𝑃に

ついては上に凸で，𝑁については下に凸な連続関数である。特に，𝑁につ

いては直線となる（直線は凸関数の定義に含まれる）。 

以上より，内部エネルギー𝑈(𝑆, 𝑉,𝑁)とホルムホルツ自由エネルギー

𝐹(𝑇, 𝑉, 𝑁)とギブス自由エネルギー𝐺(𝑇, 𝑃, 𝑁)とはルジャンドル変換で同じ

関数を意味していることになり，変数が異なっているだけで，いずれの関

数も系の平衡状態を説明できる。相転移の場合も，温度 Tではなく別の変

数で一意的に定まって平衡状態として説明できることになる。 

 

 

Appendix 1.C.  化学ポテンシャルとギブス自由エネルギーの

関係 63 

物質量変化∆𝑛に対するギブス自由エネルギー変化量∆𝐺𝑟は 

∆𝐺𝑟 = 𝜇∆𝑛 

として定義される。混合成分の系では 

𝜇𝑖 = [
𝜕𝐺𝑟(𝑇, 𝑃, 𝑛1, 𝑛2,⋯ )

𝜕𝑛𝑖
]
𝑇,𝑃,𝑛𝑗 (𝑗≠𝑖)

 

として表現される。 

ギブス自由エネルギーは示量性変数 64なので，等温（例えば常温）等圧

（例えば大気圧）で各成分の量を𝜆倍すると，ギブス自由エネルギーも𝜆倍

になるはずである。すなわち，混合した成分の系で 

𝐺𝑟(𝑇, 𝑃, 𝜆𝑛1, 𝜆𝑛2, ⋯ ) = 𝜆𝐺𝑟(𝑇, 𝑃, 𝑛1, 𝑛2,⋯ ) 

となる。これの両辺を𝜆で偏微分すると， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

63 単に， 

∆𝐺𝑟 = 𝜇∆𝑛 ⟺ 𝐺𝑟 = 𝜇𝑛 

とならないのは，∆𝐺𝑟 = 𝜇∆𝑛では n = 0 で

Gr = 0 となるのかわからないからであ

る。よって，まわりくどい導出になるが， 

∆𝐺𝑟 = 𝜇∆𝑛 ⟹ 𝐺𝑟 = 𝜇𝑛 

を説明する必要がある。 

原田義也『化学熱力学』裳華房(2002) 

 

64 示量性変数：  

熱力学の状態を表す変数は，示強性変数

と示量性変数に大別される。示強性変数

は，例えば（絶対）温度 T のように，物

体の量や拡がりに依存しない量。示量性

変数は，物体の量に依存する量であり，ギ

ブス自由エネルギーの他にも，内部エネ

ルギーやエントロピーがその例となる。

偏微分については Appendix 1.Fを参照。 
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∑[
𝜕𝐺𝑟(𝑇, 𝑃, 𝜆𝑛1, 𝜆𝑛2,⋯ )

𝜕(𝜆𝑛𝑖)
]
𝑇,𝑃,𝜆𝑛𝑗 (𝑗≠𝑖)𝑖

𝜕(𝜆𝑛𝑖)

𝜕𝜆
  

=∑[
𝜕𝐺𝑟(𝑇, 𝑃, 𝜆𝑛1, 𝜆𝑛2,⋯ )

𝜕(𝜆𝑛𝑖)
]
𝑇,𝑃,𝜆𝑛𝑗 (𝑗≠𝑖)𝑖

𝑛𝑖  = 𝐺𝑟(𝑇, 𝑃, 𝑛1, 𝑛2,⋯ ) 

ここで𝜆 = 1とおけば 

𝐺𝑟 =∑𝜇𝑖𝑛𝑖
𝑖

 

となり，一成分の系に見直すことにすると 

𝐺𝑟 = 𝜇𝑛 

が成り立つ。つまり，化学ポテンシャルは 1 mol あたりの反応のギブス自

由エネルギーといえる。 

 

Appendix 1.D.  混合した理想気体の化学ポテンシャルを用い

た理想溶液の化学ポテンシャルの導出 

いま，混合した理想気体が同成分の液相（溶液）と接している平衡系を

考える。系内で純物質（*を付しておく）であれば，その成分 i の蒸気圧 Pi

を用いれば（標準状態を 1 気圧として）  

𝜇𝑖
∗(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) = 𝜇𝑖

∗(𝑔𝑎𝑠) = 𝜇𝑖
°(𝑔𝑎𝑠) + 𝑅𝑇ln(𝑃𝑖

∗/1)           

が成り立つ。混合したことで（分圧 piは成分 i の蒸気圧，全圧は 1 気圧），   

𝜇𝑖(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) = 𝜇𝑖(𝑔𝑎𝑠) = 𝜇𝑖
°(𝑔𝑎𝑠) + 𝑅𝑇ln(𝑝𝑖/1) 

となるので，両式から𝜇𝑖
°(𝑔𝑎𝑠)を消去すると， 

𝜇𝑖(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) − 𝜇𝑖
∗(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) = 𝑅𝑇ln(

𝑝𝑖
𝑃𝑖
∗ 
)  

が得られる。希釈された溶液であればRaoult
ラ ウ ー ル

の法則 65が成り立つとして，

𝑥𝑖をモル分率とすると，𝑝𝑖 = 𝑥𝑖𝑃𝑖
∗である。すると，上式は 

𝜇𝑖(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) − 𝜇𝑖
∗(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) = 𝑅𝑇ln𝑥𝑖 

である。つまり，（𝜇𝑖
∗(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑)はそもそも𝜇𝑖

°(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑)に相当するから） 

𝜇𝑖(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) = 𝜇𝑖
°(𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑) + 𝑅𝑇ln𝑥𝑖 

となる。以上から，理想溶液における化学ポテンシャルの補正分は RTlnxi

と表される。 

 

Appendix 1.E. 溶液中のイオンの活量係数（Debye
デ バ イ

ーHückel
ヒュッケル

の 

理論） 

活量係数とは，構成成分が衝突し実効的に化学反応に関与する分量の指

標である。強電解質溶液や固相 66における化学反応で重要である。特に，

強電解質溶液や，高濃度の弱電解質溶液などでは，イオン間の（引力も斥

力も含む）相互作用のために実際のモル分率や濃度の値をそのまま用いる

ことができず，補正する必要がある。以下に，希釈された電解質溶液の実

在溶液を扱おう。 

まず，孤立したイオンの周囲の電場を考える。電磁気学が教えてくれる

こととして，マクスウェルの方程式の一つ 

∇ ∙ �⃗⃗� = 𝜌/𝜀 

がある（�⃗⃗�は電場，𝜌は電荷密度，𝜀は誘電率）67。また，磁場が関係しなけ

れば 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

65 ラウールの法則：  

成分 A の蒸気分圧の純粋な液体の蒸気圧

に対する比 pA/pA*は，液体混合物中の A

のモル分率と近似的に一致することをラ

ウールが実験的に見出した。この関係が

いかなるモル分率でも成り立つ混合物が

理想溶液である。 

 

 

 

66 高圧下の固相反応（固体中の化学反応）

の場合の活量は，Appendix 1.Iを参照。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

67 �⃗⃗� = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦 , 𝐸𝑧)，∇= (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) 

であるので， 

∇ ∙ �⃗⃗� =
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐸𝑧
𝜕𝑧

 

∇ × �⃗⃗� 

  = (
𝜕𝐸𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧
,
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝐸𝑧
𝜕𝑥

,
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑦
) 

∇ ∙ ∇𝜙 = ∇2𝜙 =
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑧2
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∇ × �⃗⃗� = 0⃗⃗ 

である。よって，𝜙を電位として 

�⃗⃗� = −∇𝜙 

と表され，その結果， 

∇ ∙ �⃗⃗� = ∇ ∙ (−∇𝜙) =
𝜌

𝜀
  ⟺  ∇2𝜙 = −

𝜌

𝜀
  

と表される（ポアソンの式とよぶ）。ラプラシアン∇2を 3 次元極座標表示

にして 68，今は動径方向 r だけに関心がある（方位方向には対称）ので， 

1

𝑟2
d

d𝑟
(𝑟2

d𝜙

d𝑟
) = −

𝜌

𝜀
 

を扱うことにする。ここで，誘電率𝜀の媒体中だと，真空中よりもイオン

の周りの媒体で静電引力が弱められる（遮蔽されるという）ことから，電

荷𝑧𝑖𝑒の孤立したイオン i の周囲の電位𝜙𝑖を 

𝜙𝑖 =
𝑧𝑖𝑒

4𝜋𝜀

1

𝑟
exp (−

𝑟

𝑟𝐷
) 

と仮定する（𝑟𝐷は正の定数で，デバイ長とよばれる）。これをポアソンの式

に代入して，𝑟𝐷を求めたい。今， 

1

𝑟2
d

d𝑟
(𝑟2

d𝜙𝑖
d𝑟
) =

𝑧𝑖𝑒

4𝜋𝜀

1

𝑟𝑟𝐷2
exp (−

𝑟

𝑟𝐷
) =

𝜙𝑖
𝑟𝐷2

 

となるので， 

𝑟𝐷
2 = −

𝜀𝜙𝑖
𝜌𝑖

 

と求まる。よって，𝜙𝑖と𝜌𝑖の関係を次に考えよう。 

 中心イオン i からはるかに離れている地点を基準にして，イオン j がイ

オン i からうけるポテンシャルエネルギーは𝑧𝑗𝑒𝜙𝑖である。ボルツマン分布

（第 4 回を参照）にしたがってイオン j がイオン i の周りに分布している

と仮定すると，距離 r でこのポテンシャルエネルギーをうけるイオン j の

モル濃度を cj，距離∞でこのポテンシャルエネルギーがゼロであるイオン

j のモル濃度を cj
#とおいて， 

𝑐𝑗

𝑐𝑗
# = exp (−

𝑧𝑗𝑒𝜙𝑖

𝑘𝐵𝑇
) 

が成り立つ。電荷密度𝜌𝑖は，正電荷と負電荷のイオンそれぞれのモル濃度

にイオン 1 モルあたりの電荷を乗じたものとなるので（NAはアボガドロ

数）69， 

         𝜌𝑖 = 𝑐+𝑧+𝑒𝑁𝐴 + 𝑐−𝑧−𝑒𝑁𝐴 

= 𝑐+
#𝑧+𝑒𝑁𝐴 exp(−

𝑧+𝑒𝜙𝑖
𝑘𝐵𝑇

) + 𝑐−
#𝑧−𝑒𝑁𝐴 exp (−

𝑧−𝑒𝜙𝑖
𝑘𝐵𝑇

) 

~  𝑐+
#𝑧+𝑒𝑁𝐴 (1 −

𝑧+𝑒𝜙𝑖
𝑘𝐵𝑇

) + 𝑐−
#𝑧−𝑒𝑁𝐴 (1 −

𝑧−𝑒𝜙𝑖
𝑘𝐵𝑇

) 

                          = −(𝑐+
#𝑧+

2 + 𝑐−
#𝑧−

2) 
𝑒2𝑁𝐴𝜙𝑖
𝑘𝐵𝑇

 

ここで 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

68 ラプラシアンの 3 次元極座標の表示は

Appendix 1.Jを参照。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

69 2 行目から 3 行目にはテイラー展開 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 +⋯ 

を利用し，3 行目から 4 行目には， 

𝑐+
#𝑧+ + 𝑐−

#𝑧− = 0 

を適用した（イオン i から無限遠の地点で

はイオンの電荷的中性の条件が成り立つ

ため）。 
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𝐼 =
𝑐+
#𝑧+

2 + 𝑐−
#𝑧−

2

2
 

とおくと（I をイオン強度とよぶ） 

𝜌𝑖 = −
2𝐼𝑒2𝑁𝐴𝜙𝑖
𝑘𝐵𝑇

 

とかける。したがって，デバイ長𝑟𝐷は， 

𝑟𝐷
2 = −

𝜀𝜙𝑖
𝜌𝑖
=
𝜀𝑘𝐵𝑇

2𝐼𝑒2𝑁𝐴
   ∴ 𝑟𝐷 = √

𝜀𝑘𝐵𝑇

2𝐼𝑒2𝑁𝐴
 

となる。 

 次に，イオン i がその周囲の電場でつくられたイオン雰囲気によって囲

まれているときに，イオン i の場所に電荷を与える電気的な仕事を求める。

イオン雰囲気がイオン i に与える電位𝜙𝑎𝑡𝑚𝑜𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒は，イオン i の周囲の電

位𝜙𝑖とイオン i 自身による電位𝜙𝑐𝑜𝑢𝑙𝑜𝑚𝑏との差なので， 

𝜙𝑎𝑡𝑚𝑜𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 = 𝜙𝑖 − 𝜙𝑐𝑜𝑢𝑙𝑜𝑚𝑏 =
𝑧𝑖𝑒

4𝜋𝜀
(
exp(−

𝑟
𝑟𝐷
)

𝑟
−
1

𝑟
) 

                                    ~ −
𝑧𝑖𝑒

4𝜋𝜀𝑟𝐷
 

と求まる 70。この電位に電荷 dQ（Q =𝑧𝑖𝑒）加える仕事 dweは， 

d𝑤𝑒 = 𝜙𝑎𝑡𝑚𝑜𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒d𝑄 

とかけるので，モル当たりの仕事の総量𝑤𝑒,𝑖は 

𝑤𝑒,𝑖 = 𝑁𝐴∫ (−
𝑄

4𝜋𝜀𝑟𝐷
)d𝑄

𝑧𝑖𝑒

0

= −
𝑁𝐴𝑧𝑖

2𝑒2

8𝜋𝜀𝑟𝐷
 

である。 

 最後に，電解質水溶液を実在溶液とみなし，理想溶液からのズレとして

の平均活量係数𝛾± を求める。式(1.22)にある通り，各成分について， 

𝜇 = 𝜇° + 𝑅𝑇ln𝑎 

が成り立つ（𝜇°は成分が純物質であるときの標準状態の化学ポテンシャ

ル）。電解質 MpXq の水溶液の系について，正電荷（p 個）および負電荷

（q 個）のイオンの活量から 

𝜇+ = 𝜇+
° +𝑅𝑇ln𝑎+ = 𝜇+

° + 𝑅𝑇ln𝑥+𝛾+ = 𝜇+
𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑅𝑇ln𝛾+ 

𝜇− = 𝜇−
° + 𝑅𝑇ln𝑎− = 𝜇−

° + 𝑅𝑇ln𝑥−𝛾− = 𝜇−
𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑅𝑇ln𝛾− 

であり（𝜇𝑖
𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙は𝜇𝑖

𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 = 𝜇𝑖
° + 𝑅𝑇ln𝑥𝑖であり，理想溶液の化学ポテンシャ

ルをさす，𝛾+, 𝛾−は陽イオン，陰イオンそれぞれの活量係数），s = p + q と

おいたとき，モルギブス自由エネルギーG は，理想溶液のモルギブス自由

エネルギーGidealを用いて 

𝐺 = 𝑝𝜇+
𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑞𝜇−

𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 = 𝐺𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑝𝑅𝑇ln𝛾+ + 𝑞𝑅𝑇ln𝛾−     

= 𝐺𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑅𝑇ln𝛾+
𝑝𝛾−

𝑞 

𝐺 = 𝐺𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑠𝑅𝑇ln𝛾± = 𝐺
𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑅𝑇ln𝛾±

𝑠 

と表される。したがって， 

𝛾± = √𝛾+𝑝𝛾−𝑞
𝑠

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

70 この式の最後の近似には， exp (−
𝑟

𝑟𝐷
) 

をテイラー展開した結果 

exp (−
𝑟

𝑟𝐷
) = 1 −

𝑟

𝑟𝐷
+ (−

𝑟

𝑟𝐷
)
2

+⋯ 

を適用している。 
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である。また，この実在溶液（電荷あり）と理想溶液（電荷なし）のモル

ギブス自由エネルギーの差は電荷を与える電気的な仕事そのものなので， 

𝑤𝑒 = (𝑝𝜇+ + 𝑞𝜇−) − (𝑝𝜇+
𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 + 𝑞𝜇−

𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙) = 𝑠𝑅𝑇ln𝛾± 

∴ ln𝛾± =
𝑤𝑒
𝑠𝑅𝑇

=
𝑝𝑤𝑒,+ + 𝑞𝑤𝑒,−

𝑠𝑅𝑇
= −

(𝑝𝑧+
2 + 𝑞𝑧−

2)𝑁𝐴𝑒
2

8𝜋𝑠𝜀𝑟𝐷𝑅𝑇
 

ここで，イオンの電荷的中性の条件𝑝𝑧+ + 𝑞𝑧− = 0より， 

𝑝𝑧+
2 + 𝑞𝑧−

2 = (−𝑞𝑧−)𝑧+ + (−𝑝𝑧+)𝑧− = 𝑠|𝑧+𝑧−| 

を利用すると（𝑧+ > 0, 𝑧− < 0）， 

ln𝛾± = −
(𝑝𝑧+

2 + 𝑞𝑧−
2)𝑁𝐴𝑧𝑖

2𝑒2

8𝜋𝑠𝜀𝑟𝐷𝑅𝑇
= −

|𝑧+𝑧−|𝑁𝐴𝑒
2

8𝜋𝜀𝑟𝐷𝑅𝑇
 

= −|𝑧+𝑧−|
𝑒3𝑁𝐴

1/2

2𝜋(2𝜀𝑘𝐵𝑇)3/2
𝐼1/2 

と導かれる 71。 

 

Appendix 1.F. 偏微分 

2 個以上の変数𝑥, 𝑦,⋯で表される関数𝑓(𝑥, 𝑦,⋯ )のある 1 個の変数𝑥以外の

変数の値をすべて固定し，𝑓を𝑥だけの関数とみなして𝑥で微分することを

偏微分とよぶ。偏導関数は 

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦,⋯

≡ lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦,⋯ ) − 𝑓(𝑥, 𝑦,⋯ )

∆𝑥
 

となる。 

例えば，𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑦2であるとき， 

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
= lim
∆𝑥→0

{(𝑥 + ∆𝑥)2 + 2𝑦2} − {𝑥2 + 2𝑦2}

∆𝑥
= 2𝑥 

(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥

= lim
∆𝑦→0

{𝑥2 + 2(𝑦 + ∆𝑦)2} − {𝑥2 + 2𝑦2}

∆𝑦
= 4𝑦 

である。これは𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑦2という曲面において，𝑦 = 𝑏で切った

切り口である放物線𝑧 = 𝑥2 + 2𝑏2の接線の傾きが2𝑥であり， 𝑥 = 𝑎で切っ

た切り口である放物線𝑧 = 𝑎2 + 2𝑦2の接線の傾きが4𝑦であることを示す。 

 

Appendix 1.G. カルノーの熱機関 72のエネルギー効率 

ある系にサイクルを行わせ，熱源からの熱を仕事に変える装置を熱機関

とよぶ。熱機関は，必ず，高い温度と低い温度の熱源を必要とする。熱機

関 C が 1 サイクルの間に高熱源（温度 T1）から熱量 q1を取り出し，仕事

w（𝑤 > 0）外界に放出して，q2の熱量を低熱源（温度 T2）に移して元に戻

るとする（𝑞1, 𝑞2 > 0）。この 1 サイクルでの C の内部エネルギーの変化量

∆𝑈は ∆𝑈 = 𝑞1  − 𝑞2 −𝑤 = 0であるので，𝑤 = 𝑞1  − 𝑞2 である。エネルギ

ー効率は，投入された熱量 q1が仕事𝑤として使われる割合で定義されるの

で， 

(エネルギー効率) ≡
𝑤

𝑞1
= 1 −

𝑞2
𝑞1

 

である。残りは排熱である。カルノーは，理想気体（n モル）を系として，

等温可逆膨張（高熱源から熱量 q1 を吸収して，温度 T1 を維持して無限に

ゆっくりと膨張（体積 VA→VB）73）→断熱可逆膨張（外圧𝑃𝑒を𝑃𝑒 = 𝑃 − d𝑃

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

71 ln𝛾±は，溶質が電荷をもたない状況（理

想溶液）から，電荷をもつとした実在溶液

（ただし，希釈されて濃度は極めて小さ

いことに注意）を扱うときの補正に相当

する。イオンの価数が大きいほど，そして

イオン強度が大きいほど，実在溶液の化

学ポテンシャルは理想溶液のそれより小

さくなることがわかる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

72 古典的な熱機関の中で最もエネルギー

効率の良いエンジンといわれているが，

実際にこのエンジンがつくられたことは

ない。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

73 このときの高熱源の温度 Teは， 

𝑇𝑒 = 𝑇1 + d𝑇 で保たれているとする。 
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で保持して，系の圧力 P が均衡を保ちながら無限にゆっくりと膨張

（VB→VC）して，温度 T2となる（ただし𝑇1 > 𝑇2））→等温可逆圧縮（低熱

源へ熱量 q2 を放出して，温度 T2 を維持して無限にゆっくりと圧縮

（VC→VD）74）→断熱可逆圧縮（外圧𝑃𝑒を𝑃𝑒 = 𝑃 + d𝑃で保持して，系の圧

力 P が均衡を保ちながら無限にゆっくりと膨張して，体積 VA温度 T1にも

どる）させて初期状態に戻すサイクルを考えた。熱量𝑞1, 𝑞2を導出して，カ

ルノーの熱機関のエネルギー効率を求めよう。Joule
ジ ュー ル

の法則 75 により，理

想気体の等温可逆変化では内部エネルギーは変化しない。よって， 

∆𝑈𝐴→𝐵 = 𝑞1 −∫ 𝑃d𝑉
𝑉𝐵

𝑉𝐴

= 0    ∴ 𝑞1 = ∫ 𝑃d𝑉
𝑉𝐵

𝑉𝐴

= ∫
𝑛𝑅𝑇1
𝑉

d𝑉
𝑉𝐵

𝑉𝐴

= 𝑛𝑅𝑇1ln
𝑉𝐵
𝑉𝐴

 

∆𝑈𝐶→𝐷 = −𝑞2 −∫ 𝑃d𝑉
𝑉𝐷

𝑉𝐶

= 0     

∴ 𝑞2 = −∫ 𝑃d𝑉
𝑉𝐷

𝑉𝐶

= −∫
𝑛𝑅𝑇2
𝑉

d𝑉
𝑉𝐷

𝑉𝐶

= −𝑛𝑅𝑇2ln
𝑉𝐷
𝑉𝐶

 

となる（第一法則と理想気体の状態方程式 PV=nRT を用いた）。つぎに，

理想気体の断熱可逆変化では，Poisson
ポ ア ソ ン

の式 76により，定数𝛾を用いて， 

𝑃𝐵𝑉𝐵
𝛾 = 𝑃𝐶𝑉𝐶

𝛾     ∴ 𝑛𝑅𝑇1𝑉𝐵
𝛾−1 = 𝑛𝑅𝑇2𝑉𝐶

𝛾−1  ∴ (
𝑉𝐶
𝑉𝐵
)
𝛾−1

=
𝑇1
𝑇2

 

𝑃𝐷𝑉𝐷
𝛾 = 𝑃𝐴𝑉𝐴

𝛾     ∴ 𝑛𝑅𝑇2𝑉𝐷
𝛾−1 = 𝑛𝑅𝑇1𝑉𝐴

𝛾−1  ∴ (
𝑉𝐷
𝑉𝐴
)
𝛾−1

=
𝑇1
𝑇2

 

が成り立つ。この 2 つの式から 

(
𝑉𝐷
𝑉𝐴
)
𝛾−1

= (
𝑉𝐶
𝑉𝐵
)
𝛾−1

       ∴
𝑉𝐷
𝑉𝐴
=
𝑉𝐶
𝑉𝐵
       ∴

𝑉𝐷
𝑉𝐶
=
𝑉𝐴
𝑉𝐵

 

が導かれる。よって，𝑞2 = −𝑛𝑅𝑇2ln
𝑉𝐴

𝑉𝐵
= 𝑛𝑅𝑇2ln

𝑉𝐵

𝑉𝐴
，エネルギー効率は 

𝑤

𝑞1
= 1 −

𝑞2
𝑞1
= 1 −

𝑇2
𝑇1

 

 

Appendix 1.H. ブラウン運動 77 

19世紀前半にBrown
ブ ラ ウ ン

は，顕微鏡を用いて花粉を調べている際，花粉の中

から放出された1 μm程度の微粒子が水に浮かんだ状態でランダムに揺れ

動くことに気づき詳細を報告した。この現象をブラウン運動とよぶ。この

現象が解明されたのは，Einstein
アインシュタイン

の理論とPerrin
ペ ラ ン

の検証実験による20世紀

初頭のことだった。 

2次元のブラウン運動を考えるために，まずは1次元のブラウン運動を考

える。𝛥𝑡 という時間の間に微粒子が, 𝛥𝑥 (> 0) だけ右に動く確率が 
1

2
， 

 𝛥𝑥 だけ左に動く確率が 
1

2
 であるとしよう。このとき, 時刻𝑡 + 𝛥𝑡に位置 

 𝑥 に微粒子が到着する碓率 𝑝(𝑥, 𝑡 + 𝛥𝑡) は 

𝑝(𝑥, 𝑡 + 𝛥𝑡) =
1

2
𝑝(𝑥 − 𝛥𝑥, 𝑡) +

1

2
𝑝(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑡)                   

となる。左辺を 𝑡 について, 右辺を 𝑥 について, おのおのテイラー展開

すると， 

 

 

 

74 このときの低熱源の温度 Teは， 

𝑇𝑒 = 𝑇2 − d𝑇 で保たれているとする。 

 

75 ジュールの法則： 

理想気体の内部エネルギーは，温度のみ

の関数であり，等温変化では体積や圧力

に依存しない。 

 
76 ポアソンの式： 

熱力学第一法則から，可逆的な変化では 

∆𝑈 = −𝑃∆𝑉 + 𝑄 であり，断熱可逆変化で

は𝑄 = 0なので，有限の変化量を無限小で

扱うと 

d𝑈 = −𝑃d𝑉 

定積熱容量を CV とおくと， CV が温度 T

に依らなければ，ジュールの法則から 

d𝑈 = 𝑛𝐶𝑉d𝑇 = −𝑃d𝑉 

が成りたつ。ここで理想気体の状態方程

式をもとに温度 T が P と V の関数として

全微分をとると， 

d𝑇 =
𝜕𝑇

𝜕𝑃
d𝑃 +

𝜕𝑇

𝜕𝑉
dV 

=
𝑉

𝑛𝑅
d𝑃 +

𝑃

𝑛𝑅
dV 

であるので，上式に代入すると， 

𝑛𝐶𝑉 (
𝑉

𝑛𝑅
d𝑃 +

𝑃

𝑛𝑅
dV) = −𝑃d𝑉 

ここで定数𝛾 = (R + 𝐶𝑉)/𝐶𝑉 とおけば， 

d𝑃

𝑃
= −γ

dV

𝑉
 

となるので，両辺を P: P1→P2, V: V1→V2で

定積分して 

ln (
𝑃2
𝑃1
) = −γln ( 

𝑉2
𝑉1
 ) 

∴ 𝑃1𝑉1
𝛾 = 𝑃2𝑉2

𝛾 

 

77 引用文献： 

米沢富美子「ブラウン運動」（共立出版, 1986） 
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𝑝(𝑥, 𝑡 + 𝛥𝑡) = 𝑝(𝑥, 𝑡) +
∂𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
𝛥𝑡 +

1

2

∂2𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑡2
(𝛥𝑡)2 +⋯ 

 
1

2
𝑝(𝑥 − 𝛥𝑥, 𝑡) +

1

2
𝑝(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑡) 

=
1

2
{ 𝑝(𝑥, 𝑡) −

∂𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑥
𝛥𝑥 +

1

2

∂2𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
(𝛥𝑥)2 +⋯} 

+
1

2
{ 𝑝(𝑥, 𝑡) +

∂𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑥
𝛥𝑥 +

1

2

∂2𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
(𝛥𝑥)2 +⋯} 

= 𝑝(𝑥, 𝑡) +
1

2

∂2𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
(𝛥𝑥)2 +⋯                           

であるので，左辺の 2 次以降の項と右辺の 3 次以降の項を無視できると

して 

∂𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
=
(𝛥𝑥)2

2𝛥𝑡

∂𝑝2(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
       

が得られる。時間 𝑡 の間に, 位置 𝑋(𝑡) = 𝑥 まで移動したのは, 𝑡/𝛥𝑡 個

の互いに独立な確率変数 𝛥𝑋𝑖(≡ 𝑋(𝑡𝑖) − 𝑋(𝑡𝑖−1), 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑡/𝛥𝑡) の和の

結果である。𝛥𝑋𝑖 の平均値と平均二乗変位は, それぞれ 

⟨𝛥𝑋𝑖⟩ =
1

2
𝛥𝑥 −

1

2
𝛥𝑥 = 0  

⟨(𝛥𝑋𝑖)
2⟩ =

1

2
(𝛥𝑥)2 +

1

2
(𝛥𝑥)2 = (𝛥𝑥)2  

であるから， [𝑋(𝑡) − 𝑋(0)] の平均値はゼロとなり, 平均二乗変位は 

⟨[𝑋(𝑡) − 𝑋(0)]2⟩ =
𝑡

𝛥𝑡
(𝛥𝑥)2 = 2{

(𝛥𝑥)2

2𝛥𝑡
} 𝑡  

で与えられることになる。ここで連続的な運動のモデルを考えよう。𝛥𝑡 と 

𝛥𝑥 がともにゼロに近づく極限をとることになり, この式の 𝑡 の係数は

有限でなければならないという物理的根拠によって, 𝛥𝑡 → 0, 𝛥𝑥 → 0 の

とき, [(𝛥𝑥)2/𝛥𝑡] → 有限, が要求される。すなわち, 有限の値 𝐷0 を使っ

て 

𝐷0 ≡
(𝛥𝑥)2

2𝛥𝑡
  

とおくことが可能でなければならない。このとき,  

⟨[𝑋(𝑡) − 𝑋(0)]2⟩ = 2𝐷0𝑡  

となり,一方で，  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   豊田太郎 物性化学ノート 2024 

27 
 

∂𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
= 𝐷0

∂2𝑝(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
  

も成り立つ。これは 1 次元の拡散方程式と同形である（𝐷0は拡散係数 D

と同じとみなせるとする）78。N0個の粒子が𝑥 = 0から拡散していく様子

は，この拡散方程式の解であり， 

𝑝(𝑥, 𝑡) =
𝑁0

√4𝜋𝐷𝑡
exp(−

𝑥2

4𝐷𝑡
) 

となる 79。 

2 次元のブラウン運動も，x 軸方向と y 軸方向とで独立な確率過程して

ふるまうので，例えば微粒子が, 𝛥𝑎(> 0) だけ各方向に動く確率が 
1

4
と 

すれば 

 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡 + 𝛥𝑡) 

=
1

4
𝑝(𝑥 − 𝛥𝑎, y, 𝑡) +

1

4
𝑝(𝑥 + 𝛥𝑎, y, 𝑡) +

1

4
𝑝(𝑥, y + 𝛥𝑎, 𝑡) +

1

4
𝑝(𝑥, 𝑦 − 𝛥𝑎, 𝑡)   

となり，得られる方程式は同じ過程を経ることで 

∂𝑝(𝑥, y, 𝑡)

∂𝑡
= 𝐷 (

∂2𝑝(𝑥, y, 𝑡)

∂𝑥2
+
∂2𝑝(𝑥, y, 𝑡)

∂𝑦2
) 

という 2 次元の拡散方程式と同形となる。したがって，ある微粒子の運

動がブラウン運動であるかを解析するには，平均二乗変位が時間に対し

て直線関係にあることを示せばよい（図 1-19）。多数のデータをとって

解析しているにも関わらず，直線関係から外れる場合には，ブラウン運

動以外の運動様式を検討することになる。 

 

 

 

 

 

 

 

図 1-19 ブラウン運動する微粒子の平均二乗変位と時間の関係 80。 

 

Appendix 1.I. 凝縮相（例：固体）における活量の導出 

 熱力学第一法則と第二法則から，可逆過程では， 

∆𝑈 = −𝑃∆𝑉 + 𝑇∆𝑆 

このとき，有限の変化量を無限に微小な変化量として扱うと， 

𝑑𝑈 = −𝑃𝑑𝑉 + 𝑇𝑑𝑆              ⋯① 

とかける。𝐺 ≡ 𝐻 − 𝑇𝑆より， 

78 ミクロな現象であるブラウン運動とマ

クロな現象である拡散が一気につながっ

た瞬間であり，一見して理解することは

難しい。確率過程のいくつかの前提は田

崎晴明が公開ノートで詳細に記述してい

る（最終閲覧日 2022 年 1 月 11 日）。 

https://www.gakushuin.ac.jp/~881791 

/docs/BMNESM.pdf 

 

79 導出は省略する。偏微分方程式の変数

分離法とフーリエ級数展開を用いて解

く。詳細は偏微分方程式のテキストを参

照。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

80図の出典： 

田崎晴明，公開ノート「ブラウン運動と非

平衡統計力学」（最終閲覧日 2022 年 1 月

11 日）。 

https://www.gakushuin.ac.jp/~881791 

/docs/BMNESM.pdf 
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𝑑𝐺 = 𝑑𝐻 − 𝑑(𝑇𝑆) 

= 𝑑𝐻 − 𝑇𝑑𝑆 − 𝑆𝑑𝑇 (cf. 積の微分) 

= 𝑑(𝑈 + 𝑃𝑉) − 𝑇𝑑𝑆 − 𝑆𝑑𝑇 (∵ 𝐻 ≡ 𝑈 + 𝑃𝑉) 

= 𝑑𝑈 + 𝑉𝑑𝑃 + 𝑃𝑑𝑉 − 𝑇𝑑𝑆 − 𝑆𝑑𝑇 (cf. 積の微分) 

= −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉𝑑𝑃      (∵①) 

𝐺を全微分の形式 81でかくと 

𝑑𝐺 = (
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑃
𝑑𝑇 + (

𝜕𝐺

𝜕𝑃
)
𝑇
𝑑𝑃 

となるので，両式を比較すれば 

(
𝜕𝐺

𝜕𝑃
)
𝑇
= 𝑉 

よって， �̅�を 1 モルあたりの物質の体積（モル体積とよぶ）とすれば， 

G = μn より， 

(
𝜕𝜇

𝜕𝑃
)
𝑇
= �̅� 

よって，dμ = �̅� 𝑑𝑃 

いま，𝜇 = 𝜇∘ + 𝑅𝑇ln 𝑎 を温度一定のもと微小な変化量として扱えば， 

𝑑𝜇 = 𝑅𝑇 𝑑(ln 𝑎) 

となるので， 

𝑅𝑇 𝑑(ln 𝑎) =  �̅� 𝑑𝑃 

標準状態（a = 1である）として 1 気圧を採用し，両辺を a : 1 → a,  

P : 1 → Pの区間で定積分すると 

ln 𝑎 =  
1

𝑅𝑇
∫ �̅� 𝑑𝑃
𝑃

1

 

凝縮相において�̅�は圧力に依存せず一定とすれば， 

ln 𝑎 =  
1

𝑅𝑇
�̅� (𝑃 − 1) 

∴   𝑎 = exp(
�̅� (𝑃 − 1)

𝑅𝑇
)  

つまり，1 気圧以上の高圧条件もしくは低温条件では，固体中の物質の活

量は指数関数的に増大する。 

 

Appendix 1.J. ラプラシアンの 3 次元極座標表示の導出 

 3 次元極座標表示では，r が動径方向(0 ≤ 𝑟 < ∞)，θ と ϕ が方位方向 

(0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜙 ≤ 2𝜋 )のパラメータである。すると， 

cos𝜃 =
𝑧

𝑟
  ⟺   𝑧 = 𝑟cos𝜃 

sin 𝜃 cos𝜙 =
𝑥

𝑟
 ⟺   𝑥 = 𝑟sin𝜃cos𝜙 

sin 𝜃 sin𝜙 =
𝑦

𝑟
 ⟺   𝑦 = 𝑟sin𝜃sin𝜙 

が成り立ち， 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

 

 

 

 

 

 

 

81 全微分: 

𝑧(x,y)の𝑥に関する全微分商は 

d𝑧

d𝑥
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥

d𝑥

d𝑥
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦

d𝑦

d𝑥
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦

d𝑦

d𝑥
 

∴ d𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
d𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑y 
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𝜃 = arccos(
𝑧

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
) 

𝜙 = arctan
𝑦

𝑥
 

である 82。すると， 

𝜕𝑟

𝜕𝑥
= sin𝜃cos𝜙,

𝜕𝑟

𝜕𝑦
= sin𝜃sin𝜙 ,   

𝜕𝑟

𝜕𝑧
= cos 𝜃 

𝜕𝜃

𝜕𝑥
=
1

𝑟
cos𝜃cos𝜙,       

𝜕𝜃

𝜕𝑦
=
1

𝑟
cos𝜃sin𝜙 ,   

𝜕𝜃

𝜕𝑧
= −

1

𝑟
sin𝜃 

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −

1

𝑟sin𝜃
sin𝜙,       

𝜕𝜙

𝜕𝑦
=

1

𝑟sin𝜃
cos𝜙 ,   

𝜕𝜙

𝜕𝑧
= 0 

であるので，関数 f のラプラシアン∇2𝑓は合成関数の微分の連鎖律 83 を用

いて，次のように導かれる。   

∇2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
 

=
𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜃
) +

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

   +
𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝜙
(
𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) +

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

  +
𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) +

𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝜙
(
𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

+
𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) +

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

         +
𝜕𝜙

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜙
(
𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+
𝜕𝜙

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

= sin𝜃cos𝜙
𝜕

𝜕𝑟
(sin𝜃cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
1

𝑟
cos𝜃cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜃
−

1

𝑟sin𝜃
sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

     +
1

𝑟
cos𝜃cos𝜙

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
1

𝑟
cos𝜃cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜃
−

1

𝑟sin𝜃
sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

    −
1

𝑟sin𝜃
sin𝜙

𝜕

𝜕𝜙
(sin𝜃cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
1

𝑟
cos𝜃cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜃
−

1

𝑟sin𝜃
sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

    +sin𝜃sin𝜙
𝜕

𝜕𝑟
(sin𝜃sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
1

𝑟
cos𝜃sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+

1

𝑟sin𝜃
cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

    +
1

𝑟
cos𝜃sin𝜙

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
1

𝑟
cos𝜃sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+

1

𝑟sin𝜃
cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

    +
1

𝑟sin𝜃
cos𝜙

𝜕

𝜕𝜙
(sin𝜃sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+
1

𝑟
cos𝜃sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+

1

𝑟sin𝜃
cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) 

    +cos𝜃
𝜕

𝜕𝑟
(cos 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝑟
−
1

𝑟
sin𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃
) −

1

𝑟
sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(cos𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝑟
−
1

𝑟
sin𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃
) 

=
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝑓

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2sin2𝜃

𝜕2𝑓

𝜕𝜙2
 

 

 

 

 

 

 
82 arccos（アークコサインと読む）は cos

の逆関数，arctan（アークタンジェントと

読む）は tan の逆関数，である。 

𝑑

𝑑𝑢
arccos𝑢 = −

1

√1 − 𝑢2
 

𝑑

𝑑𝑢
arctan𝑢 =

1

1 + 𝑢2
 

 

 

 

83合成関数の微分の連鎖律: 

f が x, y の関数で，x, y がそれぞれ u, v の

関数ならば，f はまた u, v の関数であり，

f が x, y について全微分可能で，x, y がそ

れぞれ u, v について偏微分可能なとき， 

𝜕𝑓

𝜕𝑢
=
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

が成立する。証明は省略。 
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演習問題 ―――――――――――――――――――――――――― 

光速 c = 3.00×108 m s－1，プランク定数 h = 6.63×10－34 kg m2 s－1，アボガド

ロ数 NA = 6.02×1023，ボルツマン定数 kB = 1.38×10－23 m2 kg s－2 K－1，気体

定数 R = 8.31 m2 kg s－2 K－1 mol－1を用いよ。 

 

[1-1] 

標準状態（25℃，1.01 × 105 Pa）において，鉛 Pb に塩素 Cl2を反応させ

て塩化鉛 PbCl2を得る反応は自発的に進行するか答えよ。ただし，鉛と塩

化水銀(II)Hg2Cl2から PbCl2を得る反応，および，水銀 Hg と塩素 Cl2か

ら Hg2Cl2を得る反応の標準ギブス自由エネルギーをそれぞれ－49.5 kcal 

mol－1, －50.3 kcal mol－1とする。 

 

[1-2] 

メチルイソシアニド（CH3NC）は気相において，アセトニトリル（CH3CN）

へと異性化し化学平衡に達する。それぞれの標準状態（25℃，1.01 × 105 

Pa）での標準生成エンタルピーと標準エントロピーは以下の表の通りであ

る。(i) 25℃，(ii) 225℃それぞれの温度において，アセトニトリルのメチ

ルイソシアニドに対する化学平衡時の物質量比を求めよ。いずれも理想気

体として扱うこと。反応熱は温度によらないものとする。気体定数は 8.31 

J K－1 mol－1としてよい。 

 

 

 

 

[1-3] 

カルバミン酸アンモニウムは NH2COONH4(s) ⇄ 2NH3(g) + CO2(g) に

従って分解する。気相すべての NH3(g)と CO2(g)がカルバミン酸アンモニ

ウムの分解で生じたものである場合に，平衡状態における全圧 Pを圧平衡

定数 Kp を用いて表せ。気体は理想気体としてよい。 

 

[1-4] 

標準状態（25℃，1.01 × 105 Pa）でのナフタレン C10H8のベンゼン C6H6

への溶解度（質量モル濃度）を求めよ。ベンゼン溶液は理想溶液で，平衡

状態にあるとし，ナフタレンの溶解エンタルピーは温度に関わらず 18.8 

kJ mol−1であり，融点は 354 K とする。原子量は C: 12.0, H: 1.0 とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

[1-1]の略解： 

自発的に進行する 

 

 

 

 

 

 

[1-2]の略解： 

(i) 3.1×1013 

(ii) 1.6×107 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[1-3]の略解： 

𝑃 = 3(
𝐾𝑃
4
)
1/3

 

 

 

 

[1-4]の略解： 

5.5 mol kg－1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


