
Wigner表示を使ったEilenberger方程式の導出

永井佑紀

平成 25 年 7 月 10 日

Kopninの教科書に準じたやり方よりもより洗練されていると思われる、Wigner表示を使った Eilenberger方程

式の導出についてまとめた。

1 Gor’kov方程式とWigner表示

1.1 Gor’kov方程式

Dyson方程式は一般的に∫
dr3(iωnδ(r1 − r3)− Ȟ(r1, r3))Ǧ(r3, r2; iωn) = δ(r1 − r2) (1)

と書ける。ここで、ハミルトニアン Ȟ(r1, r2)として BCSハミルトニアン

Ȟ(r1, r2) =

(
δ(r1 − r2)Ĥ(r2) ∆̂(r1, r2)

∆̂†(r2, r1) −δ(r1 − r2)Ĥ
∗(r2)

)
(2)

を採用すると、上記の Dyson方程式はGor’kov方程式と呼ばれる。このハミルトニアンは、行列のエルミート共

役をとって r1 と r2 を入れ替えるとちゃんともとに戻る。

式 (1)の全体の行列のエルミート共役をとって、r1 と r2 の足を入れ替えると、∫
dr3Ǧ(r3, r1; iωn)

†(−iωnδ(r2 − r3)− Ȟ(r3, r2)) = δ(r2 − r1) (3)∫
dr3Ǧ(r1, r3;−iωn)(−iωnδ(r3 − r2)− Ȟ(r3, r2)) = δ(r2 − r1) (4)∫

dr3Ǧ(r1, r3; iωn)(iωnδ(r3 − r2)− Ȟ(r3, r2)) = δ(r2 − r1) (5)

というもう一つのGor’kov方程式が導出できる。ここで、演算子は左に作用すると約束した。また、Green関数は

Gij(x, x
′, iωn) =

∫ β

0

d(τ − τ ′)eiωn(τ−τ ′)⟨Tτ ψi(x, τ)ψ
†
j (x

′, τ ′)⟩ (6)

と定義されているので、

Gji(x, x
′, iωn)

∗ =

∫ β

0

d(τ − τ ′)e−iωn(τ−τ ′)⟨Tτ ψi(x
′, τ ′)ψ†

j (x, τ)⟩ (7)

= Gij(x
′, x,−iωn) (8)

という関係がなりたっていることを用いた。ここでの ψi は南部スピノルである。
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1.2 Wigner表示とMoyal積

次に、Wigner表示を導入する事で Gor’kov方程式がすっきりと書けることを示す。Wigner表示を、ここでは

相対座標に関してのフーリエ変換として定義すると、

Ǎ(R,k) ≡
∫
drǍ

(
R+

r

2
,R− r

2

)
e−ik·r (9)

Ǎ(r1, r2) =

∫
dkǍ(R,k)eik·r (10)

である。ここで、重心座標R = (r1 + r2)/2と相対座標 r = r1 − r2 を定義した。逆フーリエ変換を

Ǎ(k1,k2) ≡
∫
dr1dr2e

ik1·r1e−ik2·r2Ǎ(r1, r2) (11)

と定義すると、重心運動量が q = k1 − k2、相対運動量が k = (k1 + k2)/2となり、

Ǎ(k1,k2) =

∫
dRǍ(R,k)eiq·R (12)

Ǎ(R,k) =

∫
dqǍ

(
k +

q

2
,k − q

2

)
e−iq·R (13)

が得られる。

この定義を用いて、Green関数のWigner表示に関する方程式を導出する。その際、

Č(r1, r2) =

∫
dr3Ǎ(r1, r3)B̌(r3, r2) (14)

のWigner表示 Č(R,k)を Ǎ(R,k)および B̌(R,k)で表す表式を導出しておくと便利である。式 (14)の右辺の

Ǎ,B̌ をそれぞれWigner表示すると

Č(r1, r2) =

∫
dr3dkdk

′Ǎ

(
r1 + r3

2
,k

)
eik·(r1−r3)B̌

(
r3 + r2

2
,k′
)
eik

′·(r3−r2) (15)

となる。Rに関する関数が欲しいので、Rを中心としてテイラー展開をすると、

Ǎ

(
r1 + r3

2
,k

)
= Ǎ

(
r1 + r2

2
+

r3 − r2
2

,k

)
(16)

=
∞∑

n=0

1

n!

∂nǍ(R,k)

∂Rn

(
r3 − r2

2

)n

(17)

B̌

(
r3 + r2

2
,k′
)

= B̌

(
r1 + r2

2
− r1 − r3

2
,k′
)

(18)

=
∞∑

m=0

1

m!

∂mB̌(R,k′)

∂Rm

(
−r1 − r3

2

)m

(19)

となる。また、 (
r3 − r2

2

)n

eik
′·(r3−r2) =

(
1

2i

)n
∂n

∂k′n

[
eik

′·(r3−r2)
]

(20)(
−r1 − r3

2

)m

eik·(r1−r3) =

(
−1

2i

)m
∂m

∂km

[
eik·(r1−r3)

]
(21)

という関係式を使うと、

Č(r1, r2) =

∫
dr3dkdk

′
∞∑

n=0

∞∑
m=0

1

n!

1

m!

∂nǍ(R,k)

∂Rn

(
1

2i

)n
∂n

∂k′n

[
eik

′·(r3−r2)
] ∂mB̌(R,k′)

∂Rm

(
−1

2i

)m
∂m

∂km

[
eik·(r1−r3)

]
(22)
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となる。次に、部分積分:∫
dkǍ(R,k)

∂m

∂km

[
eik·(r1−r3)

]
= (−1)m

∫
dkeik·(r1−r3)

∂m

∂km

[
Ǎ(R,k)

]
(23)∫

dk′B̌(R,k′)
∂n

∂k′n

[
eik

′·(r3−r2)
]
= (−1)n

∫
dk′eik

′·(r3−r2)
∂n

∂k′n

[
B̌(R,k′)

]
(24)

を使うと、

Č(r1, r2) =

∫
dr3dkdk

′eik
′·(r3−r2)eik·(r1−r3)

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1

n!

1

m!

∂n∂mǍ(R,k)

∂Rn∂k′m

(
−1

2i

)n
∂m∂nB̌(R,k′)

∂Rm∂kn

(
1

2i

)m

(25)

=

∫
dkdk′δ(k − k′)eik·(r1−r2)

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1

n!

1

m!

∂n∂mǍ(R,k)

∂Rn∂k′m

(
−1

2i

)n

(1)m
∂m∂nB̌(R,k′)

∂Rm∂kn
(1)n

(
1

2i

)m

(26)

=

∫
dkeik·(r1−r2) exp

[
i

2

(
∂

∂R

∂

∂k′ −
∂

∂R′
∂

∂k

)]
Ǎ(R,k)B̌(R′,k′)

∣∣∣
R=R′,k=k′

(27)

=

∫
dkeik·(r1−r2)Ǎ(R,k) ⋆ B̌(R,k) (28)

となるので、Č(r1, r2)のWigner表示は

Č(R,k) = Ǎ(R,k) ⋆ B̌(R,k) (29)

である。ここで、

Ǎ(R,k) ⋆ B̌(R,k) ≡ exp

[
i

2

(
∂

∂R

∂

∂k′ −
∂

∂R′
∂

∂k

)]
Ǎ(R,k)B̌(R′,k′)

∣∣∣
R=R′,k=k′

(30)

と定義した積をMoyal積と呼ぶ1。このMoyal積に時間成分も含まれたものは、量子ボルツマン方程式を導出す

る際に使われる。

Gor’kov方程式のWigner表示は、式 (1)の両辺を rでフーリエ変換すればよく、

(iωn − Ȟ(R,k)) ⋆ Ǧ(R,k; iωn) = 1 (31)

となる。また、式 (5)は

Ǧ(R,k; iωn) ⋆ (iωn − Ȟ(R,k)) = 1 (32)

となる。よって、ハミルトニアンのWigner表示さえわかればよい。

1.3 ハミルトニアンのWigner表示

式 (2)を

Ȟ(r1, r2) = δ(r1 − r2)Ȟ
N (r2) + ∆̌(r1, r2) (33)

と分けて考える。このとき、超伝導ギャップの方はただ普通にWigner表示すればよい。このとき、∆̌(R,k)のう

ち kが d波や p波の波数依存性を表している。ハミルトニアンには微分演算子が含まれており、ベクトルポテン

シャルがなければ多くのモデルで rと∇の積のような項はないので、常伝導ハミルトニアンを

ȞN (r1) = ȞN0(r1) + ȞN1(−i∇1) (34)

1この Moyal 積は文献 [2, 3] において Circle product として定義されているが、指数関数の肩の符号が異なっている。これは、[3] の
Appendixにある導出が部分積分 (23)を使わなかったために符号を間違えたことによる。したがって、[2](8)式は指数関数の肩の符号が逆で
ある。彼らの文献においては Circle productは 0次までしかとっていないために、この符号の違いは現れず、結果的に得られる Eilenberger
方程式は正しくなっている。

3



と分ける。このとき、右辺第一項のWigner表示は

ȞN0(R,k) =

∫
drδ(r)ȞN0

(
R+

r

2

)
e−ik·r (35)

= ȞN0 (R) (36)

となる。右辺第二項は、まずフーリエ変換をすると

ȞN1 (k1,k2) =

∫
dr1dr2δ(r1 − r2)Ȟ

N1 (−i∇1) e
ik1·r1e−ik2·r2 (37)

=

∫
dr1Ȟ

N1 (k1) e
i(k1−k2)·r1 (38)

= δ(q)ȞN1 (k1) (39)

となるので、これをWigner表示すると、

ȞN1(R,k) =

∫
dqδ(q)ȞN1

(
k +

q

2

)
e−iq·R (40)

= ȞN1 (k) (41)

となるので、Gor’kov方程式は[
iωn − ȞN0(R)− ȞN1(k)− ∆̌(R,k)

]
⋆ Ǧ(R,k; iωn) = 1 (42)

となる。

2 準古典近似

式 (42)に近似を施す事で Eilenberger方程式が得られる。重心座標Rの変動のスケールが小さいとして、Moyal

積を 1次まで展開すると、

Ǎ(R,k) ⋆ B̌(R,k) ∼ Ǎ(R,k)B̌(R,k) +
i

2

(
∂Ǎ(R,k)

∂R
· ∂B̌(R,k)

∂k
− ∂Ǎ(R,k)

∂k
· ∂B̌(R,k)

∂R

)
(43)

となる。よって、

ȞN0(R) ⋆ Ǧ(R,k; iωn) = ȞN0(R)Ǧ(R,k; iωn) +
i

2

∂ȞN0(R)

∂R
· ∂
∂k

Ǧ(R,k; iωn) (44)

ȞN1(k) ⋆ Ǧ(R,k; iωn) = ȞN1(k)Ǧ(R,k; iωn)−
i

2

∂Ȟ(k)

∂k
· ∂

∂R
Ǧ(R,k; iωn) (45)

∆̌(R,k) ⋆ Ǧ(R,k; iωn) = ∆̌(R,k)Ǧ(R,k; iωn) +
i

2

(
∂∆̌(R,k)

∂R
· ∂
∂k

Ǧ(R,k; iωn)−
∂∆̌(R,k)

∂k
· ∂

∂R
Ǧ(R,k; iωn)

)
(46)

となる。ここで、超伝導ギャップのエネルギースケールはフェルミエネルギーよりもはるかに小さいと仮定すると

(∆ ≪ EF )、その微分である
∂∆̌(R,k)

∂k も極端に波数依存性が大きくなければ値は小さいはずである。よって、式

(46)の第三項は無視してもよい。ここで ȞN1はもともと重心座標に依らない項なので、これはエネルギー分散そ

のもの:

ȞN1(k) = ξ(k)σ̌z (47)

であり、

∂Ȟ(k)

∂k
= σ̌zv(k) (48)
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と群速度で書く事ができる。ここで、σ̌z は南部空間に大してのパウリ行列である。以上から、Gor’kov方程式は[
iωn − ȞN0(R)− ȞN1(k)− ∆̌(R,k)

]
Ǧ(R,k; iωn)

− i

2

∂ȞN0(R)

∂R
· ∂
∂k

Ǧ(R,k; iωn) +
i

2
σ̌zv(k) ·

∂

∂R
Ǧ(R,k; iωn)−

i

2

∂∆̌(R,k)

∂R
· ∂
∂k

Ǧ(R,k; iωn) = 1 (49)

となる。この方程式には、Rの微分と kの微分が含まれているので、まだ Eilenberger方程式のような kに関し

ての独立な方程式になっていない。

次に、式 (5)は

Ǧ(R,k; iωn) ⋆ Ȟ
N0(R) = Ǧ(R,k; iωn)Ȟ

N0(R)− i

2

∂

∂k
Ǧ(R,k; iωn)

∂ȞN0(R)

∂R
(50)

Ǧ(R,k; iωn) ⋆ Ȟ
N1(k) = Ǧ(R,k; iωn)Ȟ

N1(k) +
∂

∂R
Ǧ(R,k; iωn) ·

i

2

∂Ȟ(k)

∂k
(51)

Ǧ(R,k; iωn) ⋆ ∆̌(R,k) = Ǧ(R,k; iωn)∆̌(R,k)− i

2

∂

∂k
Ǧ(R,k; iωn) ·

∂∆̌(R,k)

∂R
(52)

を使って整理できるので、

Ǧ(R,k; iωn)
[
iωn − ȞN0(R)− ȞN1(k)− ∆̌(R,k)

]
+
i

2

∂

∂k
Ǧ(R,k; iωn) ·

∂ȞN0(R)

∂R
− i

2

∂

∂R
Ǧ(R,k; iωn) · σ̌zv(k) +

i

2

∂

∂k
Ǧ(R,k; iωn) ·

∂∆̌(R,k)

∂R
= 1 (53)

となる。さて、ここで

Ḡ(R,k; iωn) ≡ σ̌zǦ(R,k; iωn) (54)

を定義すると、二つの方程式は[
iωn − ȞN0(R)− ȞN1(k)− ∆̌(R,k)

]
σ̌zḠ(R,k; iωn)

− i

2

∂ȞN0(R)

∂R
σ̌z ·

∂

∂k
Ḡ(R,k; iωn) +

i

2
v(k) · ∂

∂R
Ḡ(R,k; iωn)−

i

2

∂∆̌(R,k)

∂R
σ̌z ·

∂

∂k
Ḡ(R,k; iωn) = 1 (55)

Ḡ(R,k; iωn)
[
iωn − ȞN0(R)− ȞN1(k)− ∆̌(R,k)

]
σ̌z

+
i

2

∂

∂k
Ḡ(R,k; iωn) ·

∂ȞN0(R)

∂R
σ̌z −

i

2

∂

∂R
Ḡ(R,k; iωn) · v(k) +

i

2

∂

∂k
Ḡ(R,k; iωn) ·

∂∆̌(R,k)

∂R
σ̌z = 1 (56)

となる。二つの Gor’kov方程式の差を取ると、[
iωnσ̌z − ȞN0(R)σ̌z − ∆̌(R,k)σ̌z, Ḡ(R,k; iωn)

]
−

− i

2

[
∂ȞN0(R) + ∆̌(R,k)

∂R
σ̌z,

∂

∂k
Ḡ(R,k; iωn)

]
+

+ iv(k) · ∂

∂R
Ḡ(R,k; iωn) = 0 (57)

となる。ここで、[A,B]± ≡ AB ±BAである。

最後に、kの微分を消去したい。そのために

∂

∂k
∝ ∂

∂ξk
(58)

となることに着目する。これは、波数ベクトル kを動径方向 kと方向 k̂の二変数で表して、エネルギー分散 ξkが

kの関数であるとして微分を変換したものである。このような微分は、ξk で積分する事で消去できる。よって、

ǧ(R, k̂; iωn) ≡
∮
dξkσ̌zǦ(R,k; iωn) (59)

という準古典 Green関数を定義し、式 (57)の両辺を ξk で積分すると、[
iωnσ̌z − ȞN0(R)σ̌z − ∆̌(R,kF)σ̌z, ǧ(R, k̂F; iωn)

]
−
+ iv(kF) ·

∂

∂R
ǧ(R, k̂F; iωn) = 0 (60)

となる。これが Eilenberger方程式である。ここでフェルミ波数が出てきたのでは、ξ積分によりフェルミ面近傍

の情報が得られたからである。

5



参考文献

[1] N. Kopnin, Theory of Nonequilibrium Superconductivity. (Clarendon Press, Oxford, 2001).

[2] H. Kusunose, Phys. Rev. B 70, 054509 (2004).

[3] 麦倉雅敏、東北大学博士論文 (2008)

6


