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以前までのノートでは、準古典Green関数が従う方程式（Eilenberger方程式)を導いた。導出した Eilenberger
方程式は、不純物がない Cleanな系を考えていた。このノートでは、cleanな系に一つの不純物が存在するときの
方程式を導く。また、その方程式を用いて、空間的に一様な s波の超伝導体においては不純物があろうとなかろう
と同じ Green関数が得られるということを示す。

1 Born級数とGreen関数

不純物が作るポテンシャルは局所的（V (r) = V0δ(r − r0))であり、十分に小さいとする。そのとき、摂動後の
Green関数がどのように無摂動 Green関数で表されるかを考える。

1.1 Green関数に対する摂動

ポテンシャル V が小さければ摂動として扱うことができ、このとき摂動 Green関数 Gは

G = G0 + G0V G (1)

と書ける。ここで、G0 は無摂動 Green関数である。左辺に右辺を代入していくと級数が現れ

G = G0 + G0V G0 + G0V G0V G0 + · · · (2)

のように書くことができる。これは Born級数と呼ばれる。V に関する n次の項は、散乱中心による仮想的な n回
の散乱過程に相当している1。

1.2 T行列

T行列というものを導入する。T行列は、状態 |Φk〉から |Φk′〉への散乱振幅として

〈Φk′ |T |Φk〉 (3)

として定義されているものである。T行列も、Born級数のような演算子の方程式を書くことができる。

T = V + V G0T (4)

= V + V G0V + V G0V G0V + · · · (5)

この方程式に両側から G0 を作用させると、

G0TG0 = G0V G0 + G0V G0TG0 (6)

= G0V G0 + G0V G0V G0 + G0V G0V G0V G0 + · · · (7)
1詳しくは J. M. ザイマン、”現代量子論の基礎”等を参照。
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となり、式 (2)の第二項以降と全く同じ形式をしていることがわかる。したがって、摂動後の Green関数は

G = G0 + G0TG0 (8)

と書くことができる。

1.3 実空間表示

実空間表示の摂動系の Green関数は

G(r1, r2) = G0(r1, r2) +
∫

G0(r1, r
′)V (r′)G(r′, r2)d3r′ (9)

である。これにデルタ関数ポテンシャル

V (r) = V0δ(r − r0) (10)

を代入すれば、

G(r1, r2) = G0(r1, r2) + G0(r1, r0)V0G(r0, r2) (11)

となる。さらに Born級数のように表記すれば、

G(r1, r2) = G0(r1, r2) + G0(r1, r0)V0G0(r0, r2) + G0(r1, r0)V0G0(r0, r0)V0G0(r0, r2) + · · · (12)

= G0(r1, r2) + G0(r1, r0) [V0 + V0G0(r0, r0)V0 + · · · ] G0(r0, r2) (13)

となり、右辺第二項の括弧内は等比級数になっているのでさらに変形ができ、

G(r1, r2) = G0(r1, r2) + G0(r1, r0)V0 [1−G0(r0, r0)V0]
−1

G0(r0, r2) (14)

となる。ここで、r̄ = r1 − r2 に関する Fourier変換：

G0(r1, r2) =
∫

dp3

(2π)3
G(p, r)eik·r̄ (15)

を用いると、

G0(r0, r0) = lim
r1,r2→r0

G0(r1, r2) (16)

= lim
r1,r2→r0

∫
dp3

(2π)3
G(p, r)eik·r̄ (17)

=
∫

dp3

(2π)3
G(p, r = r0) (18)

=
∫

p2
F

(2π)3vF
dΩpdξpG(p, r = r0) (19)

=
∫

p2
F

(2π)3vF
dΩpg(p̂, r = r0) (20)

となるので、式 (14)は

G(r1, r2; iωn) = G0(r1, r2; iωn) + G0(r1, r0; iωn)TG0(r0, r2; iωn) (21)

T (r0; iωn) = V0

[
1− V0

∫
p2

F

(2π)3vF
dΩpg(p̂, r = r0; iωn)

]−1

(22)

と書くことができる。また、これは行列表示の Green関数：

Ǧ(x, x′) ≡
(

G(x, x′) F (x, x′)
−F †(x, x′) Ĝ(x, x′)

)
(23)
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にも同様に適用することができ、そのときは

Ǧ(r1, r2; iωn) = Ǧ0(r1, r2; iωn) + Ǧ0(r1, r0; iωn)ťǦ0(r0, r2; iωn) (24)

ť(r0; iωn) = V0

[
1̌− V0

∫
p2

F

(2π)3vF
dΩpǧ(p̂, r = r0; iωn)

]−1

(25)

と書くことができる。

この結果を用いて、以下の節で準古典 Green関数が従う方程式を導く。また、ここでのポテンシャルの散乱は
s波散乱であるとした。

2 Eilenberger方程式の拡張

2.1 不純物のない場合

前節の表式を用いて、Eilenberger方程式の拡張を試みる。まず、不純物のない場合の Eilenberger方程式は

−ivF · ∇ǧimt(p, r; iωn) =
[
iωnσz − ∆̌(p̂, r) +

e

c
vF ·A(r)σz, ǧimt(r, p; iωn)

]
(26)

=

[(
iωn + e

cvF ·A(r) −∆(p̂, r)
∆∗(p̂, r) −iωn − e

cvF ·A(r)

)
, ǧimt(r, p; iωn)

]
(27)

と書くことができる。Green関数は式 (24)より

Ǧ(r1, r2; iωn) = Ǧimt(r1, r2; iωn) + Ǧimt(r1, r0; iωn)ťǦimt(r0, r2; iωn) (28)

と書けるとする。また、不純物がない場合の Gor’kov方程式は

Ǧ−1
imt(r1, iωn)Ǧimt(r1, r2; iωn) = 1̌δ(r1 − r2) (29)

が r1 に関する方程式であり、

Ǧimt(r1, r2; iωn)Ǧ−1
imt(r2, iωn) = 1̌δ(r1 − r2) (30)

が r2 に関する方程式である。

2.2 Left-Right Trick

いままでのノートで導出してきた Eilenberger方程式は、Left-Right Trickというものを用いている。詳細は以前
の導出に述べてある。この方法の特徴的なところは、ある方程式に演算子行列を左から掛けたものと、右から掛け

たものを引いて方程式を構成するというところにある。デルタ関数的不純物ポテンシャルがある場合の Eilenberger
方程式も、同様に Left-Right Trickを用いて導出することにする。
基本となる方程式は式 (28)である。この方程式に左から Ǧ−1

imt(r1)を掛け、式 (29)を用いると

Ǧ−1
imt(r1)G(r1, r2; iωn) = 1̌δ(r1 − r2) + δ(r1 − r0)ťǦimt(r0, r2; iωn) (31)

右から Ǧ−1
imt(r2)を掛け式 (30)を用いると

G(r1, r2; iωn)Ǧ−1
imt(r2) = 1̌δ(r1 − r2) + δ(r2 − r0)Ǧimt(r1, r0; iωn)ť (32)

となる。２式の差をとると、

Ǧ−1
imt(r1)G(r1, r2; iωn)−G(r1, r2; iωn)Ǧ−1

imt(r2) = δ(r1 − r0)ťǦimt(r0, r2; iωn)− δ(r2 − r0)Ǧimt(r1, r0; iωn)ť
(33)

3



となる。左辺は形式的には Eilenberger方程式を導出したときと全く同じであるから、今は右辺のみを考える。右
辺は

[
ť,

δ(r1 − r0)Ǧimt(r0, r2; iωn) + δ(r2 − r0)Ǧimt(r1, r0; iωn)
2

]
(34)

+
[
ť,

δ(r1 − r0)Ǧimt(r0, r2; iωn)− δ(r2 − r0)Ǧimt(r1, r0; iωn)
2

]

+

(35)

となる。相対座標 r̄ = r1 − r2 に関する振動の特徴的な長さスケールが他の変動スケールより小さいとして、重

心座標での値に置き換えると、
[
ť,

δ(r1 − r0)Ǧimt(r0, r2; iωn) + δ(r2 − r0)Ǧimt(r1, r0; iωn)
2

　
]

∼ [
ť, δ(r − r0)Ǧimt(r0, r0; iωn)

]
(36)

[
ť,

δ(r1 − r0)Ǧimt(r0, r2; iωn) + δ(r2 − r0)Ǧimt(r1, r0; iωn)
2

　
]

+

∼ 0 (37)

となる。したがって、相対座標に関する Fourier変換：

Ǧ(r1, r2; iωn) =
∫

dp

(2π)3
Ǧ(p, r; iωn)eip·r̄ (38)

を行い、ξp で周回積分することで、

ivF · ∇ǧ(p̂, r; iωn) +
[
iωnσz − ∆̌(p̂, r) +

e

c
vF ·A(r)σz, ǧ(p̂, r; iωn)

]
(39)

=
[
ť, ǧimt(p̂, r = r0; iωn)

]
δ(r − r0) (40)

を得る。これが、不純物が存在する場合の Eilenberger方程式である。不純物のない Eilenberger方程式の右辺に
source termがついている形をしていることがわかる。

2.3 t行列

t行列 (25)をもう少し使いやすいように書き直すことを考える。ǧimt(p̂, r; iωn)の定義は

ǧimt(p̂, r; iωn) =

(
gimt(p̂, r; iωn) fimt(p̂, r; iωn)
−f†imt(p̂, r; iωn) −gimt(p̂, r; iωn)

)
(41)

であるから、式 (25)は

ť(r0; iωn) =
V0

D

[
1̌ + V0〈ǧimt(p̂, r0; iωn)〉Ω

]
(42)

と書くことができる。ここで、D = 1− V 2
0 {〈g〉2Ω − 〈f〉Ω〈f†〉Ω}であり、〈· · · 〉Ω =

∫ p2
F

(2π)3vF
· · · dΩp とした。

3 s波の超伝導体の場合

不純物ポテンシャルがデルタ関数的に存在し、空間的に一様な s波の超伝導体を考える。不純物のないときの準
古典 Green関数はすでに求めていて、

gimt(p̂, r; iωn) = − ωn√
ω2

n + |∆|2 (43)

ḡimt(p̂, r; iωn) =
ωn√

ω2
n + |∆|2 (44)

fimt(p̂, r; iωn) =
∆

i
√

ω2
n + |∆|2 (45)

f†imt(p̂, r; iωn) =
∆∗

i
√

ω2
n + |∆|2 (46)
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である。これらを用いて t行列を計算する。まず、ǧimt は Ωp に依存していないのでDは

D = 1− V 2
0

{
c2

(
ω2

n

ω2
n + |∆|2 +

|∆|2
ω2

n + |∆|2
)}

= 1− c2V 2
0 (47)

と書ける。ここで、
∫ p2

F

(2π)3vF
dΩp = cとおいた。よって、t行列は

ť(r0; iωn) =
V0

1− c2V 2
0

[
1̌ + cV0ǧ(p̂, r0; iωn)

]
(48)

となる。

ťには ǧimt がそのままの形で含まれており、ťと ǧimt は交換する。したがって、[ť, ǧimt] = 0である。以上より
方程式は

ivF · ∇ǧ(p̂, r; iωn) +
[
iωnσz − ∆̌(p̂, r) +

e

c
vF ·A(r)σz, ǧ(p̂, r; iωn)

]
(49)

= 0 (50)

となり、不純物のない場合の Eilenberger方程式と一致する。したがって ǧ = ǧimtが解である。つまり、不純物が

あろうがなかろうが、Green関数は変わらないということである。
この結果は ťと ǧimtが交換するために生じた。それはつまり、s波の準古典Green関数が p̂に依らず、〈ǧimt〉Ωp ∝

ǧimtとなったためである。p波や d波では準古典Green関数に方向依存性があるためにこのようにはならない。つ
まり、調べている超伝導体が s波かそうでないかを見分けるためには、不純物を入れて物理量を測定し、不純物が

ないときと同じ値となっているかを調べればよいのである。もちろん、不純物をあまりに入れすぎないことは前

提である。
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