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NMRの実験でよく測られる 1/T1がどのような量なのか、について。参考文献の該当箇所をまとめた。超伝導

状態における 1/T1 の解釈について理解を深めようというのが目的である1。

1 スピン格子緩和における緩和率と遷移確率の関係

1.1 核磁気共鳴

まず最初に、核スピンだけの系を考えてみる。この系に静磁場H0 をかけると、ゼーマン相互作用：

Hn = −µ · H0 (1)

が生じる。ここで、γ は gyromagnetic ratio「磁気回転比」である。もしこの静磁場が z方向であれば

Hn = −γh̄H0Iz (2)

となる。ゼーマン相互作用のハミルトニアンが無い場合、この系の固有値は Iz の固有値に対応して

E = −γh̄H0m (3)

m = I, I − 1, · · · ,−I (4)

という幅∆E = γh̄H0 の離散化したエネルギーになる。

静磁場のかかったこの系に、エネルギー h̄ω0 の電磁波を x方向に照射する。この電磁波のエネルギーが

h̄ω0 = ∆E (5)

となる ω0 のとき、核スピン系はエネルギーを吸収（放出）し、準位がmからm ± 1に変化する。この核スピン
によるエネルギーの吸収を核磁気共鳴吸収と言う。

1.2 核スピン－格子系の緩和

次に、先ほど考えた核スピンの系の他に「格子」系（電子など）が存在し、スピン系と格子系でエネルギーの

やり取りがある場合を考える。格子系の粒子は常に温度 T の熱平衡状態にあるとする。核スピン系の温度を Tsと

すると2、核スピン系が熱平衡状態になったとき、Ts = T である。簡単のため I = 1/2の系を考える。このとき、
m = +1/2とm = −1/2の準位の占有数をそれぞれNs

+、Ns
−とする。格子系の i番目の準位の占有数をNi、i番

目の準位よりもエネルギーが h̄ω0 高い準位 i′ の占有数をNi′ とする。

1実際に測定しているわけではないので、間違っている可能性がある。正確な理解のためには参考文献を参照することを強く推奨する。
2スピン温度が定義できないような非平衡状態もあるが、ここではスピン温度が定義できる程度にゆっくりとした変化のみを考えることに

する。
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熱平衡時のスピン系の磁化をM0 とする。何らかの理由でスピン系の磁化がM0 からずれたとき、どのように

M0 に緩和するのかを考える。スピン系と格子系がエネルギーを交換する確率を Uii′ とし、Uii′ = Ui′i = Ui であ

れば、Ns
+ とNs

− の時間発展は

dNs
+

dt
= Ns

−W↓ − Ns
+W↑ (6)

dNs
−

dt
= Ns

+W↑ − Ns
−W↓ (7)

W↓ ≡
∑

i

NiUi (8)

W↑ ≡
∑

i

Ni′Ui (9)

と書くことができる。したがって、占有数の差 ns ≡ Ns
+ − Ns

− の時間発展は

dns

dt
= 2(Ns

−W↓ − Ns
+W↑) (10)

と書ける。定常状態では dns/dt = 0なので、

0 = 2
∑

i

(Ns(0)
− Ni − N

s(0)
+ Ni′)Ui (11)

N
s(0)
−

N
s(0)
+

=
∑

i Ni′∑
i Ni

(12)

=
∑

i e−h̄ω0/kBT Ni∑
i Ni

(13)

= e−h̄ω0/kBT (14)

となる。これは、熱平衡状態では T = Ts であることを意味している。また、

W↑ = e−h̄ω0/kBT W↓ (15)

である。

式 (10)は Ns = Ns
+ + Ns

− を用いると

dns

dt
= 2(

1
2
(Ns − ns)W↓ −

1
2
(Ns + ns)W↑) (16)

= Ns(W↓ − W↑) − ns(W↓ + W↑) (17)

=
ns

0 − ns

T1
(18)

である。ここで、

ns
0 ≡ Ns

(
W↓ − W↑

W↓ + W↑

)
(19)

1
T1

≡ W↓ + W↑ (20)
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と定義した。もし、h̄ω0/kBT ≪ 1であれば、

W↓ − W↑ ∼
(

1 −
(

1 − h̄ω0

kBT

))
W↓ (21)

=
h̄ω0

kBT
W↓ (22)

W↓ + W↑ ∼
(

1 +
(

1 − h̄ω0

kBT

))
W↓ (23)

∼ 2W↓ (24)

ns
0 ∼ Ns

2
h̄ω0

kBT
W↓ (25)

1
T1

∼ 2W↓ (26)

となる。

式 (18)の解は
n = ns

0 + Ae−t/T1 (27)

である3。式 (18)から、定常状態 dns/dt = 0のときの解は ns = ns
0 であることがわかる。磁化Mz は占有数の差

で定義でき、Mz ≡ γh̄(ns/2)であるから、磁化に関しても

Mz = M0 + Ae−t/T1 (28)

という関係式がある。この関係式は、「なんらかの摂動で生じた磁化Mz は、指数関数的に熱平衡値M0に近づく」

ということを意味しており、この式の特徴的な時間スケール T1 をスピンー格子緩和率（いわゆる核磁気緩和率）

と呼ぶ。

1.3 電子系の緩和率の一般的表示

核磁気緩和率 1/T1 は式 (20)によって遷移確率と関連づけられている。核スピン系と電子系をあわせた系を考
える。系のハミルトニアンを

H = He + Hn + Hint (29)

とする。He は電子系のハミルトニアンであり、Hn は核スピンと外場H によるゼーマン相互作用：

He = −γh̄I · H (30)

であり、Hint は核スピンと電子系の相互作用 (hyperfine coupling：超微細相互作用)：

Hint = −γh̄I · h (31)

である。ここで、核スピンの磁気モーメント µが

µ = γh̄I (32)

であり、磁場H でのゼーマン相互作用が

H0 = −µ · H (33)

であることを用いた4。hは電子系が核スピンに与える磁場である。

hyperfine couplingが無ければ、核スピンの状態と電子系の状態は独立に指定できて5、

|I〉 = |i, Iz〉 (34)
3A は積分定数
4最初の節の静磁場の系と同じ。
5核スピンには最初の節の静磁場がかかっており、電子系は別のハミルトニアンで記述され、間に相互作用が無いため。
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と書ける。ここで、iは電子系He の厳密な多体固有状態であり、Iz は核スピンである。Hint をHe + Hn に対す

る摂動として考える。始状態をエネルギー ϵI を持つ状態 |I〉、終状態をエネルギー ϵF を持つ状態 |F 〉としたとき、
摂動Hint による遷移確率 w|I〉→|F 〉 はフェルミの黄金律により

w|I〉→|F 〉 =
2π

h̄
|〈I|Hint|F 〉|2 (35)

と書ける。

遷移確率W↑ は、核スピン系がm = 1/2からm = −1/2に遷移し、電子系が iから f に遷移する確率なので、

|I〉 = |i,+1/2〉 (36)

|F 〉 = |f,−1/2〉 (37)

となり、全系のエネルギーは

ϵi = Ei +
h̄ω0

2
(38)

ϵf = Ef − h̄ω0

2
(39)

となる。ここで、電子系の状態 lのエネルギーを El と定義した。

このとき、遷移確率W↑ は、

W↑ =
∑

i

ρe,i

∑
f

w|I〉→|F 〉 (40)

である。ここで、ρe は電子のハミルトニアンの密度行列

ρe =
e−βHe

Tr e−βHe
(41)

であり、ρi はその対角成分 (i, i)である。つまり、式 (40)は w|I〉→|F 〉 の電子系の熱力学平均を取っていることに

対応する。さらに、

I · h = Ixhx + Iyhx + Izhz =
1
2
(I+h− + I−h+) + Izhz (42)

と書け6、w|I〉→|F 〉 に寄与する項は I+h− しかないことを考えると、遷移確率W↑ は、

W↑ =
2π

h̄

∑
i,f

ρe,i|〈−1/2|h̄γI+/2|1/2〉|2|〈i|h−|f〉|2δ(Ei − Ef − h̄ω0) (43)

=
πh̄γ2

2

∑
i,f

ρe,i|〈i|h−|f〉|2δ(Ei − Ef − h̄ω0) (44)

と書くことができる。

この遷移確率をさらに計算していく。デルタ関数 δ(Ei − Ef − h̄ω0)はフーリエ変換すると

δ(Ei − Ef − h̄ω0) =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄
ei(Ei−Ef−h̄ω0)t/h̄ (45)

となるので、

W↑ =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄

πh̄γ2

2

∑
i,f

ρe,i|〈i|h−|f〉|2ei(Ei−Ef−h̄ω0)t/h̄ (46)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0t

∑
i,f

ρe,i|〈i|h−|f〉|2ei(Ei−Ef )/h̄ (47)

6I± = Ix ± iIy。
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が得られ、 ∑
f

|〈i|h−|f〉|2ei(Ei−Ef )t/h̄ =
∑

f

〈i|eiEit/h̄h−e−iEf t/h̄|f〉〈f |h†
−|i〉 (48)

=
∑

f

〈i|eiHet/h̄h−e−iHet/h̄|f〉〈f |h+|i〉 (49)

= 〈i|eiHet/h̄h−e−iHe/h̄h+|i〉 (50)

= 〈i|h−(t)h+(0)|i〉 (51)

を用いると7、

W↑ =
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0t

∑
i

ρe,i〈i|h−(t)h+(0)|i〉 (52)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0tTr (ρe,ih−(t)h+(0)) (53)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0t〈h−(t)h+(0)〉 (54)

が得られる。ここで、最後の 〈· · · 〉は電子系の熱力学平均である。
もう一つの遷移確率W↓ は、始状態と終状態が

|I〉 = |i,−1/2〉 (55)

|F 〉 = |f, +1/2〉 (56)

であり、全系のエネルギーは

ϵi = Ei −
h̄ω0

2
(57)

ϵf = Ef +
h̄ω0

2
(58)

なので

W↓ =
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h+(t)h−(0)〉 (59)

になる。

最後に、核磁気緩和率 1/T1 を求める。そのために、

W↑ = −γ2

4

∫ −∞

∞
dteiω0t〈h−(−t)h+(0)〉 (60)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0)h+(t)〉 (61)

と変形すると8、

1
T1

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈(h−(0)h+(t) + h+(t)h−(0))〉 (62)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈{h+(t), h−(0)}〉 (63)

が得られる。

7h†
− = h+ である。

8時間に対して並進対称性が存在するため。
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1.4 第二量子化による表現

得られた核磁気緩和率を第二量子化によって表現する。まず、第二量子化の手続きをおさらいする。ある場所 x

での状態密度 ρ(x) は
ρ(x) =

∑
i

δ(x − xi) (64)

と書ける。ここで iは粒子のインデックス。このとき、第二量子化した状態密度の演算子 ρ̂(x)は、場の演算子 ψ̂(x)
を用いて

ρ̂(x) =
∑
α,β

∫
dx′ψ̂†

α(x)δ(x − x′)ψ̂β(x′) (65)

=
∑
α

ψ̂†
α(x)ψ̂α(x) (66)

と書ける。

式 (63)に出てくる h+ は、核スピンが感じる電子スピンによる磁場である。したがって、ある場所 xの核スピ

ンが感じる電子スピンの磁場 hは、

h = AS(x) (67)

と書ける。ここで、接触型の相互作用を仮定した。故に、核磁気緩和率 1/T1 を第二量子化の表示で書く為には、

Sl(l = x, y, z)を第二量子化の表示で書ければよい。ある場所 xのスピン密度 Sl(x)は

Sl(x) =
∑

i

σlδ(x − x′) (68)

なので、場の演算子を用いると

Ŝl(x) =
∑
α,β

∫
dx′ψ̂†

α(x)σlδ(x − x′)ψ̂β(x′) (69)

=
∑
α,β

ψ̂†
α(x)σlψ̂α(x) (70)

となる。l = xのときは、α =↑かつ β =↓か、α =↓かつ β =↑なので、

Ŝx(x) =
∑
α,β

ψ̂†
α(x)σxψ̂α(x) (71)

=
h̄

2
(ψ̂†

↑(x)ψ̂↓(x) + ψ̂†
↓(x)ψ̂↑(x)) (72)

である。故に、S+ のときは、α =↑かつ β =↓のときのみであり、

Ŝ+(x) = h̄ψ̂†
↑(x)ψ̂↓(x) (73)

が得られる。

1.5 揺動散逸定理

最後に、揺動散逸定理を用いて、式 (63)と動的磁化率を関連づける。この節以降、h̄ = kB = 1とする。
熱平衡状態における二つの演算子 Aと B の積の平均を

〈A(t)B(0)〉 =
1

Tr e−βH
Tr

(
e−βHeiHtA(0)e−iHtB(0)

)
(74)

=
1

Tr e−βH
Tr

(
B(0)e−βHeiHtA(0)e−iHt

)
(75)

=
1

Tr e−βH
Tr

(
eβHe−βHB(0)e−βHeiHtA(0)e−iHt

)
(76)

=
1

Tr e−βH
Tr

(
e−βHB(0)e−βHeiHtA(0)e−iHteβH

)
(77)
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と変形すると9、

〈A(t)B(0)〉 = 〈B(0)A(t + iβ)〉 (78)

という恒等式が成立していることがわかる10。

この恒等式を用いると、∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h+(t)h−(0)〉 =

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0)h+(t + iβ)〉 (79)

=
∫ ∞

−∞
dt′eiω0(t

′−iβ)〈h−(0)h+(t′)〉 (80)

= eβω0

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0)h+(t)〉 (81)

となり、式 (63)を

1
T1

= (eβω0 + 1)
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0), h+(t)〉 (82)

と書き換えることができる。

この式では反交換関係の計算を行ったが、交換関係 [h+(t), h−(0)] = h+(t)h−(0)− h−(0)h+(t) の積分も同様に
計算してみると

([h+(t), h−(0)])ω0 ≡
∫ ∞

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (83)

= (eβω0 − 1)
∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0), h+(t)〉 (84)

が得られ、

1
T1

=
eβω0 + 1
eβω0 − 1

γ2

4
([h+(t), h−(0)])ω0 (85)

=
γ2

4
([h+(t), h−(0)])ω0 coth

βω0

2
(86)

となる。

一方で、([h+(t), h−(0)])ω0 は

([h+(t), h−(0)])ω0 =
∫ ∞

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (87)

=
∫ 0

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 +

∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (88)

=
∫ ∞

0

dte−iω0t〈[h+(−t), h−(0)]〉 +
∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (89)

=
∫ ∞

0

dte−iω0t(−1)〈[h+(t), h−(0)]〉 +
∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (90)

= −
∫ ∞

0

dte−iω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 +
∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (91)

= −
∫ ∞

−∞
dte−iω0t〈[h+(t), h−(0)]〉θ(t) +

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉θ(t) (92)

= −i〈〈h+h−〉〉R∗
ω0

+ i〈〈h+h−〉〉Rω0
(93)

= −2Im 〈〈h+h−〉〉Rω0
(94)

9トレースの巡回不変性を用いた。
10Kubo-Martin-Schwinger の恒等式。
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と書ける。ここで、〈〈h+h−〉〉Rω0
は演算子 h+ と h− による遅延 Green関数：

〈〈h+(t)h−(0)〉〉R ≡ i〈[h+(t), h−(0)]〉θ(t) (95)

のフーリエ変換である。

以上から、

1
T1

= −2
γ2

4
Im 〈〈h+h−〉〉Rω0

coth
βω0

2
(96)

となる。多くの実験において h̄ω0 ≪ 1/β が成り立つので、coth(x) ∼ 1/xから

1
T1

∼ −Tγ2 Im 〈〈h+h−〉〉Rω0

ω0
(97)

が得られる11。

よって、h± と S± の関係を用いると、

1
T1

∝ −Tγ2
Im 〈〈ψ̂†

↑(x)ψ̂↓(x)ψ̂†
↓(x)ψ̂↑(x)〉〉Rω0

ω0
(98)

が得られる。これで、動的磁化率と核磁気緩和率の対応がついたことになる。あとはこの動的磁化率を適当に計

算すればよい。超伝導状態の場合に関しては参考文献参照。
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8


