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第 2 回 基本編 2/速度論 1 

等方的に並進運動する分子の分布でArrhenius
ア レ ニ ウ ス

の式を理解する 
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今回のチェックリスト 

□ 気体 A と気体 B が 2 分子間の衝突によって化学反応するとき，A 分

子（質量 mA）も B 分子（質量 mB）も球であり，並進運動のみして，

衝突に有効な衝突断面積𝑠𝐴𝐵でのみ衝突するものとすると，その反応に

関わる衝突頻度は，温度 T，活性化エネルギー2Ea，気体定数 R，各気

体の数密度（ρA, ρB）を用いて 

√
8𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇
𝑠𝐴𝐵 (1 +

𝐸𝑎
𝑅𝑇

) exp(
− 𝐸𝑎
𝑅𝑇

)  𝜌𝐴 𝜌𝐵 

となる（𝜇は A 分子と B 分子の換算質量）。この式は，反応速度定数 

𝑘 = 𝐶 exp(−
𝐸𝑎
𝑅𝑇

) 

を示すアレニウスの式が，分子の運動状態に依存する項（ボルツマン

因子とよぶ）と分子固有の構造（大きさ，質量，衝突断面積）に依存

する項（衝突因子とよぶ）で構成されることを説明する。 

□ 反応の次数は，反応速度を計測したデータで決定される。例えば， 

A(g) + B(g) → C(g) の反応速度を計測すると，A のモル濃度[A]にも

B のモル濃度[B]にもそれぞれ比例して変化する場合（A , B について

1 次で，全体で 2 次の反応という）もあれば，[A]に依存せずに[B]のみ

に比例する場合（A について 0 次で，B について 1 次で，全体で 1 次

の反応という）もある 3。データについては，回帰分析（特に直線回帰）

を用いて，既存の機構で説明できるか新しい機構が必要かを評価する。 

 

 

分子の並進運動の速さには分布がある 

反応容器の中の気体分子は 3 次元空間を並進運動している（第 1 回 p.3

欄外参照）が，運動エネルギーが小さいものから大きなものまで分布があ

1 化学の基本第 2 回は，「基礎化学実験（反

応と平衡）」の振り返りにあてよう。大沢

文夫先生流の，自然科学を極める三つの

極意のうちの一つ「速度論」の基本を解説

する。思考を「（時間に沿って）どっと動

かして」，途中過程も追いながら現象を理

解したいという姿勢がポイントである。 

大沢文夫「手作り統計力学」（名古屋大学出版会）p.66 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 活性化エネルギー： 

物質が化学結合を組み換える際，不安定

な状態（遷移状態）を経由する。反応物（基

底状態）から遷移状態までのエネルギー

差が正反応の活性化エネルギーである。

逆反応の活性化エネルギーは，生成物（基

底状態）から遷移状態までのエネルギー

差（下図の 𝐸𝑎 − ∆𝐻）に相当する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 有機化学の置換反応や脱離反応，錯体の

配位子交換反応では， 2 次反応のものも

1 次反応のものもある（第 9 回や第 10 回

で後述する）。 
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る。分子間の化学反応には衝突を考える必要があり，各分子の速さが重要

であるため，分子の速さの分布 4（図 2-1）と平均速さを最初に考えよう。 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-1 分子の速さ u の分布を示す実験データの概形。釣り鐘型ではな

く，右にすその広い形となる。実験データは，マクスウェル－ボルツマ

ン分布のグラフ 

𝐹(𝑢) = 4π(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)
3/2

𝑢2exp(
−𝑚𝑢2

2𝑘𝐵𝑇
) 

によくあう（𝑚,𝑘𝐵, 𝑇はそれぞれ分子の質量，ボルツマン定数，温度）。 

 

ある分子 1 個の速度 𝑢⃗   は x 軸方向速度 ux，y 軸方向速度 uy，z 軸方向

速度 uzに分解でき，h(ux, uy, uz)duxduyduzを，ux と ux+dux，uy と uy+duy，

uzと uz+duzの間に速度成分をもつ分子の割合（あるいは，ある分子がそう

いう速度成分をもつ確率）とする。Maxwell
マ ク ス ウ ェ ル

によれば，3 つの軸方向のそ

れぞれの確率分布は互いに独立であると仮定できる 5。したがって，3 方

向のそれぞれの確率分布を f とすると 

ℎ(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = 𝑓(𝑢𝑥)𝑓(𝑢𝑦)𝑓(𝑢𝑧)                       (2.1) 

と表せる。𝑢⃗ ∙ 𝑢⃗ = 𝑢2 = 𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 + 𝑢𝑧
2 および 𝑓(𝑢𝑥), 𝑓(𝑢𝑦), 𝑓(𝑢𝑧)が同じ

形の確率分布であることを用いて，𝑓(𝑢𝑥)を求めよう 6。 

原子や分子の並進運動は等方的で，ℎ(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧)は速さ𝑢にのみ依存する

とみなせる。よって，式(2.1)は 

𝑔(𝑢) = ℎ(𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑢𝑧) = 𝑓(𝑢𝑥)𝑓(𝑢𝑦)𝑓(𝑢𝑧)           (2.2) 

とかける。左辺と右辺で対数をとると 7 

ln𝑔(𝑢) = ln𝑓(𝑢𝑥) + ln𝑓(𝑢𝑦) + ln𝑓(𝑢𝑧)              (2.3) 

これを ux について偏微分すると 

(
𝜕ln𝑔(𝑢)

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

=
dln𝑓(𝑢𝑥)

d𝑢𝑥
                          (2.4) 

式(2.4)の左辺は 8 

(
𝜕ln𝑔(𝑢)

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

=
dln𝑔(𝑢)

d𝑢
(
𝜕𝑢

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

=
dln𝑔(𝑢)

d𝑢

𝑢𝑥
𝑢
            (2.5) 

である。したがって，式(2.4)に式(2.5)を代入すると 

dln𝑔(𝑢)

𝑢d𝑢
=
dln𝑓(𝑢𝑥)

𝑢𝑥d𝑢𝑥
                                        (2.6) 

𝑓(𝑢𝑥), 𝑓(𝑢𝑦), 𝑓(𝑢𝑧)が同じ形の確率分布であるとみなせるため 

dln𝑔(𝑢)

𝑢d𝑢
=
dln𝑓(𝑢𝑥)

𝑢𝑥d𝑢𝑥
=
dln𝑓(𝑢𝑦)

𝑢𝑦d𝑢𝑦
 =

dln𝑓(𝑢𝑧)

𝑢𝑧d𝑢𝑧
               (2.7) 

式(2.7)において，𝑢𝑥 , 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧は互いに独立だから，どの項も同じ定数になら

なければならない 9。この定数を Γとすると 

4 ちょうどよい速さのガス状の原子・分子

だけが通過できるようにスリットが入っ

た一組の回転円盤（速度選別器）を使っ

て，実験的に原子・分子の速さの分布を計

測できる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 後に，この仮定は正しいことが証明され

た。この仮定と遷移状態（および活性化エ

ネルギー）の概念だけで，アレニウスの式

に説明が与えられることは，統計力学の

偉大な功績の一つだと豊田は考えてい

る。 

 

 

 

 

 

6 式(2.1)を 𝑢𝑥のみの(常)微分方程式へ構

成することがポイントである。 
 

7 いきなり𝑢𝑥で微分すると𝑢𝑦 , 𝑢𝑧の項が残

るので，まず両辺で対数をとる。 

 

8 式(2.5)で 2 番目の変形。 

𝑢2 = 𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 + 𝑢𝑧
2 

両辺を ux について偏微分すると 

(
𝜕(𝑢2)

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

= 2𝑢𝑥 

左辺は“合成関数の微分”と同じ扱いで， 

(
𝜕(𝑢2)

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

=
d(𝑢2)

d𝑢
(
𝜕𝑢

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

= 2𝑢 (
𝜕𝑢

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

 

よって 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑢𝑥
)
𝑢𝑦,𝑢𝑧

=
𝑢𝑥
𝑢

 

9 これ以降も，必要性だけで議論する。最

後に十分性をチェックすればよい。多元

の偏微分方程式を解くときのテクニック

の一つ（偏微分方程式の変数分離法とよ

ぶ）。 
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dln𝑓(𝑢𝑥)

𝑢𝑥d𝑢𝑥
= 𝛤               (2.8) 

よって，𝑓(𝑢𝑥)を求めるには，この微分方程式を解けばよい。 

まず，一般解は，定数 A, γ（𝛤 = −2𝛾とした）を使って， 

𝑓(𝑢𝑥) = 𝐴exp(−𝛾𝑢𝑥
2)                   (2.9)  

である 10。次に，定数 A, γを求める。𝑓(𝑢𝑥)は確率分布なので， 

∫ 𝑓(𝑢𝑥)d𝑢𝑥 = 1
∞

−∞

                           (2.10) 

を満たすべきである 11（𝑢𝑥は速度なので−∞ < 𝑢𝑥 < ∞である）。この条件

を規格化条件という。式(2.10)に式(2.9)を代入すると 

𝐴∫ exp(−𝛾𝑢𝑥
2)d𝑢𝑥 = 1

∞

−∞

                           (2.11) 

ここで左辺は 

𝐴∫ exp(−𝛾𝑢𝑥
2)d𝑢𝑥 = 2𝐴

∞

−∞

∫ exp(−𝛾𝑢𝑥
2)d𝑢𝑥

∞

0

= 2𝐴√
𝜋

4𝛾
          (2.12) 

となるので 12,13，式(2.12)を式(2.11)に代入して 

2𝐴√
𝜋

4𝛾
= 1           ∴ 𝐴 = √

𝛾

𝜋
 

となる。よって，式(2.9)は 

𝑓(𝑢𝑥) = √𝛾/𝜋 exp(−𝛾𝑢𝑥
2)                 (2.13) 

とかける。𝑓(𝑢𝑦), 𝑓(𝑢𝑧) も同様である。 

𝛾を求めるため，気体分子運動論で得られる結果として（M は気体のモ

ル質量（= NAm）），𝑢𝑥
2の平均値〈𝑢𝑥

2〉が 

〈𝑢𝑥
2〉 = 𝑅𝑇/𝑀                                          (2.14) 

となることに着目する 14,15。平均値は期待値として求めればよく， 

〈𝑢𝑥
2〉 = ∫ 𝑢𝑥

2𝑓(𝑢𝑥)d𝑢𝑥

∞

−∞

= √
𝛾

𝜋
∫ 𝑢𝑥

2exp(−𝛾𝑢𝑥
2)d𝑢𝑥

∞

−∞

 

= 2√
𝛾

𝜋
∫ 𝑢𝑥

2exp(−𝛾𝑢𝑥
2)d𝑢𝑥

∞

0

 

            = 2√
𝛾

𝜋
×

1

4𝛾
√
𝜋

𝛾
=

1

2𝛾
                                 (2.15) 

式(2.15)を式(2.14)に代入すると 

𝛾 = 𝑀/(2𝑅𝑇) 

となり，式(2.9)は 

𝑓(𝑢𝑥) = √
𝑀

2𝜋𝑅𝑇
exp(

−𝑀𝑢𝑥
2

2𝑅𝑇
)                 (2.16) 

である。気体定数 Rとモル質量Mの比は，ボルツマン定数 kBと分子質量

m の比に等しいため，式(2.16)は 

10 常微分方程式の変数分離法で式(2.9)を

導こう。 

dln𝑓(𝑢𝑥)

𝑢𝑥d𝑢𝑥
= 𝛤 

d ln𝑓(𝑢𝑥) = 𝛤𝑢𝑥d𝑢𝑥 

両辺を不定積分すると（Iは積分定数） 

ln𝑓(𝑢𝑥) =
𝛤

2
𝑢𝑥

2 + 𝐼 

よって 

𝑓(𝑢𝑥) = exp𝐼 ∙ exp (
𝛤

2
𝑢𝑥

2) 

11 式 (2.10)のような広義積分の扱いは

Appendix 2.A を参照。 

 

12 式(2.12)の最初の変形は， exp(−𝛾𝑢𝑥
2)

が偶関数だから。 

13 式(2.12)の 2 番目の変形には公式 

∫ e−𝛼𝑥
2

∞

0

d𝑥 =
1

2
√
𝜋

𝛼
    (𝛼は正の定数) 

を用いる。証明は Appendix 2.B 

 

 

14 式(2.14)の導出（気体分子運動論）。 

NA : アボガドロ数 

m : 気体分子 1 個の質量 

下図のように直方体の空間内を 1 方向に

並進運動する気体分子 1の運動を考える。 

 

 

 

 

分子は壁と完全弾性衝突を繰り返し，往

復運動するとする。衝突時の運動量変化

は力積に等しいから，分子 1 が壁との衝

突で与える力を F1とおくと， 

𝑚𝑢1𝑥 − (−𝑚𝑢1𝑥) = 𝐹1(2𝑎/𝑢1𝑥)  

∴   𝐹1 = 𝑚𝑢1𝑥
2/𝑎 

面積 bc である壁に及ぼす圧力 P1は， 

𝑃1 =
𝐹1
𝑏𝑐

=
𝑚𝑢1𝑥

2

𝑎𝑏𝑐
 

全分子（分子数 N）が壁に及ぼす全圧力 P

は（容器体積を V (= abc)とする） 

𝑃 =∑𝑃𝑗

𝑁

𝑗=1

=∑
𝑚𝑢𝑗𝑥

2

𝑎𝑏𝑐

𝑁

𝑗=1

=
𝑚

𝑉
∑𝑢𝑗𝑥

2

𝑁

𝑗=1

 

である。ここで𝑢𝑥
2の平均値〈𝑢𝑥

2〉 は 

〈𝑢𝑥
2〉 =

1

𝑁
∑𝑢𝑗𝑥

2

𝑁

𝑗=1

                                ↓ 
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𝑓(𝑢𝑥) = √
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
exp(

−𝑚𝑢𝑥
2

2𝑘𝐵𝑇
)                 (2.16) 

と書き換えることができる。 

一方向での速度の分布がわかったので，これを用いて，分子の速さの分

布を導く。速さ u の分布の関数 F(u)は，3 次元方向で考えて 

𝐹(𝑢)d𝑢 = 𝑓(𝑢𝑥)d𝑢𝑥𝑓(𝑢𝑦)d𝑢𝑦𝑓(𝑢𝑧)d𝑢𝑧            (2.17) 

と定義できる。式(2.16)およびその変数を𝑢𝑦 , 𝑢𝑧にかえたものを式(2.17)へ

代入すると， 

𝐹(𝑢)d𝑢 = (
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)
3/2

exp(
−𝑚(𝑢𝑥

2 + 𝑢𝑦
2 + 𝑢𝑧

2)

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢𝑥d𝑢𝑦d𝑢𝑧      (2.18) 

ここで直交座標系から 3 次元極座標系へ変換する。速度空間（図 2-2）に

おいて， 

・𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 + 𝑢𝑧
2は 𝑢2と等しい 

・体積素片d𝑢𝑥d𝑢𝑦d𝑢𝑧は体積素片4π𝑢2d𝑢と等しい 16 

 

 

 

 

 

 

図 2-2 速度空間の説明。(a)直交座標系，(b)3 次元極座標系。 

 

であるので，式(2.18)は 

𝐹(𝑢)d𝑢 = 4π(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)
3/2

𝑢2exp(
−𝑚𝑢2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢      (2.19) 

となる。この分布はマクスウェル－ボルツマン分布とよばれている。𝐹(𝑢)

のグラフの概形は図 2-1 の通りである。 

ここで，十分性の確認のため，F(u)が確かに規格化されている（全速度空

間で積分したら 1 になる）ことを示そう。速さ u は0 ≤ u < ∞だから 17， 

∫ 𝐹(𝑢)d𝑢
∞

0

= 4π(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3
2
∫ 𝑢2exp(

−𝑚𝑢2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢

∞

0

 

= 4π(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)
3/2

×
𝑘𝐵𝑇

2𝑚
× (

2𝜋𝑘𝐵𝑇

𝑚
)
1/2

= 1             (2.20) 

つまり，F(u)は規格化されている。 

また，分子の平均速さ〈𝑢〉も式(2.19)から期待値として求めることができる

18,19。 

〈𝑢〉 = ∫ 𝑢𝐹(𝑢)d𝑢
∞

0

= 4π(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3
2
∫ 𝑢3exp(

−𝑚𝑢2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢

∞

0

= 4π(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3
2
×
1

2
(
2𝑘𝐵𝑇

𝑚
)
2

 

= √
8𝑘𝐵𝑇

𝜋𝑚
                      (2.21) 

 

↑ 

とかけるため， 

𝑃𝑉 = 𝑁𝑚〈𝑢𝑥
2〉 

である。ここで理想気体の状態方程式

（𝑃𝑉 = (𝑁/𝑁𝐴)𝑅𝑇）を用いると 

(𝑁/𝑁𝐴)𝑅𝑇 = 𝑁𝑚〈𝑢𝑥
2〉 

∴   〈𝑢𝑥
2〉 = 𝑅𝑇/𝑀 

 

15式(2.15)の 3 番目の変形に公式を適用し

た。詳細は Appendix 2.C 

16 体積素片： 

3 次元極座標𝑢𝑟 ,𝑢𝜃 ,𝑢𝜙では 

 

 

 

 

 

 

 

 

d𝑢𝑥d𝑢𝑦d𝑢𝑧 = 𝑢𝑟
2 sin 𝑢𝜃d𝑢𝑟d𝑢𝜃d𝑢𝜙 

となる（本来はヤコビの行列式から導

く）。速度空間で𝐹(𝑢)は方位方向𝑢𝜃 ,𝑢𝜙で

は一様で，動径方向のみの積分を扱うた

め 

∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑢𝑥)d𝑢𝑥𝑓(𝑢𝑦)d𝑢𝑦𝑓(𝑢𝑧)d𝑢𝑧  
∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ 𝐹(𝑢)𝑢2
∞

0

d𝑢∫ sin𝑢𝜃

𝜋

0

d𝑢𝜃∫ d𝑢𝜙

2𝜋

0

= ∫ 𝐹(𝑢)4π𝑢2
∞

0

d𝑢     

これは卵のような薄い殻の部分（図 2-

2(b)）で微小変化量を表すことに相当す

る。 

 

17 式(2.20)の 2 番目の変形に公式を適用

した。詳細は Appendix 2.C 

 

18 確率的にふるまう物理量の平均とは，

期待値を意味する。 

 

19 式(2.21)の 2 番目の変形に公式を適用

した。詳細は Appendix 2.D 
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分子間の衝突の頻度にも分布がある 

これまで，容器内の空間で気体分子は，壁に衝突するまでは自由に（一

方向的に）並進運動してことを想定してきた。実際には，気体分子は自身

の体積をもち，ある頻度で分子間での衝突を繰り返し，絶えず方向や速さ

を変えて並進運動している。この衝突の頻度を考える。 

気体分子を球としたとき，分子間の衝突は図 2-2 のような円筒の空間を

考える。他の分子の中心が円筒の内側にあれば必ず衝突が起こるとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-2 気体の分子が並進運動する際に掃引する円筒の空間 

 

この円筒の面積（衝突断面積 sとよぶ）は，分子の直径を dとすると  

s = πd 2である。この円筒空間の体積は，断面積 sと長さ（〈𝑢〉 d𝑡）の積

である。注目している分子が起こす衝突の数は，この円筒空間内の分子

の数に等しい。分子の数密度が ρであり，注目している分子以外の分子

が動いていなければ，時間 dtにおける衝突数 dNcollは， 

d𝑁coll = 𝜌𝑠〈𝑢〉d𝑡                             (2.22) 

であり，衝突頻度 zAは 

𝑧𝐴 =
d𝑁coll
d𝑡

= 𝜌𝑠〈𝑢〉 = 𝜌𝑠√
8𝑘𝐵𝑇

𝜋𝑚
                    (2.23) 

となる。実際には，注目する分子以外の分子も相対的に動いているの

で，分子の質量 m を換算質量 μ ( μ = m/2 )20で表せばよく， 

𝑧𝐴 = 𝜌𝑠√
8𝑘𝐵𝑇

𝜋(2𝜇)
= 2𝜌𝑠√

𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇
                         (2.24) 

となる。全部の分子による，単位体積当たりの全衝突頻度 ZAAは，特定の

1 個の分子の衝突頻度 zAと数密度 ρを用いて以下のようになる 21。 

𝑍𝐴𝐴 =
𝜌𝑧𝐴
2

= 𝜌2𝑠√
𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇
                  (2.25) 

気体分子 A（直径 dA，質量 mA）と気体分子 B（直径 dB，質量 mB）から

なる混合気体では，化学反応する分子 A と B についての単位体積当たり

の衝突頻度 ZABは 

𝑍AB = 𝜌𝐴𝜌𝐵𝑠𝐴𝐵√
8𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇
 =  𝑠𝐴𝐵𝜌𝐴𝜌𝐵〈𝑢𝑟〉              (2.26) 

20 換算質量： 

 

 

 

 

質量𝑚1, 𝑚2の 2 つの球体がそれぞれ𝑟1⃗⃗⃗  , 𝑟2⃗⃗  ⃗

の位置から衝突するとする。ある点（𝑅⃗ ）

から見た全運動量がゼロになることを考

える。 

𝑟′1⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑟1⃗⃗⃗  − 𝑅⃗       ⋯① 

𝑟′2⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑟2⃗⃗  ⃗ − 𝑅⃗     ⋯② 

とおいて，全運動量𝑃⃗ は 

𝑃⃗ = 𝑚1

d𝑟′1⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

d𝑡
+ 𝑚2

d𝑟′2⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

d𝑡
 

=
d

d𝑡
(𝑚1𝑟′1⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑚2𝑟′2⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

と表せるため，𝑃⃗ = 0⃗  になるには 

𝑚1𝑟′1⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑚2𝑟′2⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

が成り立てばよい。①②より， 

𝑚1(𝑟1⃗⃗⃗  − 𝑅⃗ ) +𝑚2(𝑟2⃗⃗  ⃗ − 𝑅⃗ ) = 0⃗  

∴   𝑅⃗ =
𝑚1𝑟1⃗⃗⃗  + 𝑚2𝑟2⃗⃗  ⃗

𝑚1 +𝑚2
 

点（𝑅⃗ ）を 2 つの球体の重心とよぶ。また

相対座標を 𝑥 ≡ 𝑟1⃗⃗⃗  − 𝑟2⃗⃗  ⃗ で定義し，  

𝑟1⃗⃗⃗  =
𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝑥 + 𝑅⃗    

𝑟2⃗⃗  ⃗ = −
𝑚1

𝑚1 +𝑚2
𝑥 + 𝑅⃗   

と表す。全運動エネルギーは， 

1

2
𝑚1 |

d𝑟1⃗⃗⃗  

d𝑡
|

2

+
1

2
𝑚2 |

d𝑟2⃗⃗  ⃗

d𝑡
|

2

 

=
1

2
𝑚1

d𝑟1⃗⃗⃗  

d𝑡
∙
d𝑟1⃗⃗⃗  

d𝑡
+
1

2
𝑚2

d𝑟2⃗⃗  ⃗

d𝑡
∙
d𝑟2⃗⃗  ⃗

d𝑡
= ⋯ 

=
1

2

𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2

|
d𝑥 

d𝑡
|

2

+
1

2
(𝑚1 +𝑚2) |

d𝑅⃗ 

d𝑡
|

2

 

と求まり，第一項は m1m2/(m1+m2)の質量を

もつ球体 1 個の運動エネルギーとみなせ

る。この球体の質量を換算質量とよぶ。 

 

21 一対の同種分子の衝突を 2 回の衝突と

数えないために 2 で割ることに注意。 
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である。ここでは 

𝑠AB = 𝜋 (
𝑑𝐴 + 𝑑𝐵

2
)
2

,    𝜇 =  
𝑚𝐴𝑚𝐵

𝑚𝐴 +𝑚𝐵
  ,   〈𝑢𝑟〉 = √

8𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇
       

とおいた。𝑠ABは A と B の接触断面積であり，𝑢𝑟は相対的速さ，〈𝑢𝑟〉は平

均の相対的速さである。 

ここで，もう一度，分子の速さには分布があることを思い出そう。相

対的速さが𝑢𝑟と𝑢𝑟 + d𝑢𝑟の間にある分子 A と分子 B との衝突の単位体積 

当たりの頻度は，式(2.20)を参考にして，𝑢𝑟
3exp(

−𝜇𝑢𝑟
2

2𝑘𝐵𝑇
) に比例するとみ 

なすとする 22。つまり， 

d𝑍𝐴𝐵 ∝ 𝑢𝑟
3exp(

−𝜇𝑢𝑟
2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢𝑟                   (2.27) 

d𝑍𝐴𝐵 = 𝐴 𝑢𝑟
3exp(

−𝜇𝑢𝑟
2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢𝑟                 (2.28) 

である（Aを比例定数）。比例定数 Aを求めるには，式(2.28)をすべての

相対的速さ（0 ≤ 𝑢𝑟 < ∞）について積分して式(2.26)の ZABに等しいとす

ればよい。したがって 23， 

𝑍𝐴𝐵 = 𝐴∫  𝑢𝑟
3exp(

−𝜇𝑢𝑟
2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢𝑟

∞

0

= 2A(
𝑘𝐵𝑇

𝜇
)
2

= 𝜌𝐴𝜌𝐵𝑠𝐴𝐵√
8𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇
       (2.29) 

∴   𝐴 = √
2

𝜋
 𝜌𝐴𝜌𝐵𝑠𝐴𝐵 (

𝜇

𝑘𝐵𝑇
)
3/2

                   (2.30) 

式(2.30)を式(2.28)に代入して， 

d𝑍𝐴𝐵 = √
2

𝜋
𝜌𝐴𝜌𝐵𝑠𝐴𝐵 (

𝜇

𝑘𝐵𝑇
)
3/2

 𝑢𝑟
3exp(

−𝜇𝑢𝑟
2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢𝑟                 (2.31) 

が得られる。ここで，活性化エネルギーを超えたエネルギーをもって並

進運動して衝突した分子どうしに注目しよう。相対的速さに起因する並

進運動のエネルギー ε𝑟で式(2.31)を表す 24。ε𝑟と𝑢𝑟との間の関係式は 

𝜀𝑟 =
1

2
𝜇𝑢𝑟

2 

なので， 

𝑢𝑟 = √
2𝜀𝑟
𝜇

   ,       d𝑢𝑟 = √
1

2𝜇𝜀𝑟
d𝜀𝑟 

これらを式(2.31)に代入すると， 

d𝑍𝐴𝐵 = √
8

𝜋𝜇
𝜌𝐴𝜌𝐵𝑠𝐴𝐵 (

1

𝑘𝐵𝑇
)
3/2

 𝜀𝑟exp (
− 𝜀𝑟
𝑘𝐵𝑇

)d𝜀𝑟                 (2.32) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

22 衝突の頻度は速さに依存するので，衝

突の確率は，速さの確率𝐹(𝑢𝑟)ではなく，

速さの確率に速さを乗じた𝑢𝑟𝐹(𝑢𝑟)（これ

を 0 から∞の区間で積分したら速さの期

待値になる）に比例するとみなせる。 

 

 

 

23式(2.29)の 1 番目の変形に公式を適用し

た。詳細は Appendix 2.D 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

24 衝突頻度をいままでは𝑢𝑟の関数として

いたが，変数をε𝑟へ変換する。 
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となる。したがって，ある閾値𝜀𝑎 を超えたエネルギー25をもって並進運

動している分子の全衝突頻度𝑍𝐴𝐵(𝜀𝑟 ≥ 𝜀𝑎)は，式(2.32)を 𝜀𝑎 ≤ 𝜀𝑟 < ∞で

積分し 26， 

   𝑍𝐴𝐵(𝜀𝑟 ≥ 𝜀𝑎) = √
8

𝜋𝜇
𝜌𝐴𝜌𝐵𝑠𝐴𝐵 (

1

𝑘𝐵𝑇
)
3/2

∫  𝜀𝑟exp(
− 𝜀𝑟
𝑘𝐵𝑇

)d𝜀𝑟

∞

𝜀𝑎

= √
8

𝜋𝜇
𝜌𝐴𝜌𝐵𝑠𝐴𝐵 (

1

𝑘𝐵𝑇
)
3/2

× (𝑘𝐵𝑇)
2 (1 +

𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

)exp(
− 𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

)

= √
8𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇
𝑠𝐴𝐵 (1 +

𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

)exp(
− 𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

)  𝜌𝐴 𝜌𝐵          (2.33) 

となる。 

つまり，化学反応する分子の衝突頻度 27は， 

分子に固有なパラメータ𝜇, 𝑠𝐴𝐵と，数密度𝜌𝐴, 𝜌𝐵とexp(
− 𝜀𝑎

𝑘𝐵𝑇
) に依存する 28 

ことがわかる。また，系が高温になるほど，化学反応できる分子の衝突

頻度が上がることも理解できる（図 2-3）。 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-3 分子の衝突頻度の温度依存性 

 

アレニウスの式の意味 

 反応物の初期濃度を変えて化学反応の反応速度 v を計測して 29,30，反応

速度定数 k を求めると，系の温度 Tが高いほど k も増大することが実験的

に知られていた。図 2-4 は臭化エチル C2H5Br 水溶液に水酸化ナトリウム

を加えてエタノール C2H5OH を得る反応の反応速度を測定したデータで

ある。アレニウスは，k と Tの関係が直線関係でないことに気づき，反応

速度定数の自然対数 ln k と温度の逆数 1/Tとでグラフ（アレニウスプロ

ットとよぶ）をかくと直線関係になることから，次の提案を行った。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-4 反応速度定数 k と温度 Tの関係。 

(a) 実験データ，(b)アレニウスプロット。 

25 この𝜀𝑎は活性化エネルギー𝐸𝑎をアボガ

ドロ数で割った値で，分子 1 個あたりの

閾値のエネルギーである。 

 

26 ここの式変形は部分積分。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

27 モル当たりに換算する場合， 

𝜀𝑎 → 𝐸a,   𝑘𝐵 → 𝑅 

 

28 1 +
𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

 と exp (
− 𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

)とでは，後者の方

が𝑍𝐴𝐵(𝜀𝑟 ≥ 𝜀𝑎)への影響が大きい。なぜな

らば，これらの比 

exp (
− 𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

)

1 +
𝜀𝑎
𝑘𝐵𝑇

 

をとると，0 < T <∞で 1より小さく，ま

た，発散の速さで比較して，分子が分母よ

り大きいからである。 

 

 

 

 

29 質量作用の法則は「任意の時間での化学

反応速度は，その時間における反応物 Ai

の活量 ai に比例する」であり（第１回），

このときの比例定数 k を反応速度定数と

よぶ。反応速度 v は以下のようにあらわ

される。 

𝑣 = 𝑘∏𝑎𝑖
𝜐𝑖

𝑛

𝑖=1

 

（𝜐𝑖を成分 Ai の化学量論係数とする） 

 

30 逆反応をほぼ無視できるように，反応速

度 v の測定は，反応開始直後で行うこと

が多い。 
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「反応速度定数 k と温度 T との間には次の関係式 

ln𝑘 = ln 𝐶 −
𝐷

𝑇
                               (2.34)     

が成り立つ（C, Dは定数）。」 

後に，van
ファント

’ t Hoff
ホ ッ フ

によりアレニウスプロットの直線の傾きの大きさ（定

数 D）が化学反応の進行を決める遷移状態に依存するものと解釈され，式

(2.34)の Dは Ea/Rに置き換えられるようになった。すると式(2.34)は 

𝑘 = 𝐶 exp(−
𝐸𝑎
𝑅𝑇

)                               (2.35)     

となり，これをアレニウスの式とよぶ 31。例えば，気体分子 A, B の化学

反応において，それぞれの濃度[A], [B]に比例して反応速度 v が変化する

ことが実験的に明らかになった場合（それぞれの分子に対して反応が 1 次

であり，全体では 2 次であるという），反応速度𝑣は 

𝑣 = 𝐶 exp(−
𝐸𝑎
𝑅𝑇

) [A][B]                               (2.36)     

と表せる。式(2.36)と式(2.33)と比べると，反応速度 v とは，活性化エネル

ギー𝐸𝑎を超えて並進運動する分子どうしの全衝突頻度とみなせることが

いえる 32。そして，アレニウスの式は，分子間の衝突がまさに化学反応の

進行 33にとって重要であり，反応速度定数が 

・分子の運動状態に依存する項 exp(
− 𝐸𝑎

𝑅𝑇
)（ボルツマン因子とよぶ） 

・主に分子固有の構造（大きさや質量など）に依存する項（衝突因子とよ

ぶ） 

の 2 つの要因で決まることを示している 34。 

 

反応速度の測定データと反応機構 

 以上の通り，化学反応の機構を明らかにするには，反応物の濃度を変化

させて反応速度を測定したときのデータが極めて重要である。 

例えば，A(g) + B(g) → C(g) の反応速度 v を計測したところ，v は A の

モル濃度[A]にも，B のモル濃度[B]にも比例して変化したとする（A, B に

ついて 1 次で, 全体では 2 次の反応という）。反応速度定数を k として，v

は 

𝑣 =
d[C]

d𝑡
= −

d[A]

d𝑡
= 𝑘[A][B]            (2.37) 

と表せる。この微分方程式を解いて，時間 t に対する[A]と[B]の変化を調

べよう。A, B のモル濃度の変化量を x とおく 35。各初期濃度を[A]0と[B]0

とおけば，化学量論的に[A] = [𝐴]0 − 𝑥, [B] = [𝐵]0 − 𝑥 であり， 

d[A]

d𝑡
=
d([A]0 − 𝑥)

d𝑡
= −

d𝑥

d𝑡
 

であるので式(2.37)は 36 

d𝑥

d𝑡
= 𝑘([A]0 − 𝑥)([B]0 − 𝑥)            (2.38) 

𝑘d𝑡 =
d𝑥

([A]0 − 𝑥)([B]0 − 𝑥) 
            (2.39) 

 

 

 

 

 

31 R の単位は[J K−1 mol−1]であり，Ea の

単位は[J mol−1] である 

Logan, J. Chem. Educ. 59, 279 (1982) 

 

 

 

 

32 R = NAkB ，Ea= NAεa を思い出そう。ま

た， 𝜌𝐴 , 𝜌𝐵はそれぞれ[A],[B]に対応する

とみなせる。 

 

33 今は，系全体で自発的に反応が進行す

るかには着眼しておらず，衝突さえすれ

ば確率が分子の反応を支配することを意

味している。 

 

 

 

 

 

 

34 反応
・ ・

全体
・ ・

が
・

1
・

次
・

である化学反応として

は，(i)気相－液相などの界面での吸着過

程での化学反応，(ii) 異性化反応もしくは

分解反応，が知られている。(i)は，吸着過

程なので，気相分子の拡散が反応速度を

支配しているとするモデルがよく利用さ

れる（例えば，Pryakhin, Russian Journal 

of Physical Chemistry A, 82, 1093 

(2008)）。(ii)は，単分子反応を理解するた

めの RRKM 理論（Di Giacomo, Journal 

of Chemical Education, 92, 476 (2015)に

まとまった解説がある）が支持されてい

る。この理論は，後述するリンデマン機構

のように，反応する分子と第３体との衝

突を前提にして組み立てられている。 

 

35  [A], [B]という 2 つの変数から，x とい

う 1 つの変数へおきかえる。 

 

 

 

36 常微分方程式の変数分離法で解く。 
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両辺を t : 0 → t, x: 0 → x の区間で積分すると 

∫ 𝑘𝑑𝑡
𝑡

0

= ∫
d𝑥

([A]0 − 𝑥)([B]0 − 𝑥) 

𝑥

0

           (2.40) 

(i) [A]0 = [B]0 のとき 37，式(2.40)は 

𝑘𝑡 = ∫
d𝑥

([A]0 − 𝑥)2 

𝑥

0

= [
1

[A]0 − 𝑥
]
0

𝑥

=
1

[A]0 − 𝑥
−

1

[A]0
           (2.41) 

𝑥 = [A]0 −
[A]0

[A]0𝑘𝑡 + 1
      

∴   [A] = [B] = [A]0 − 𝑥 =
[A]0

[A]0𝑘𝑡 + 1
                 (2.42)38 

(ii) [A]0 ≠ [B]0 のとき，式(2.40)は 

𝑘𝑡 =
1

[B]0 − [A]0
{∫

d𝑥

[A]0 − 𝑥 

𝑥

0

−∫
d𝑥

[B]0 − 𝑥 

𝑥

0

}    

      =
1

[B]0 − [A]0
{[−ln ([A]0 − 𝑥)]0

𝑥 − [−ln ([B]0 − 𝑥)]0
𝑥}        

   =
1

[B]0 − [A]0
{ln (

[A]0
[A]0 − 𝑥

) − ln(
[B]0

[B]0 − 𝑥
)} 

        =
1

[B]0 − [A]0
{ln (

[A]0
[A]

) − ln(
[B]0
[B]

)}  

  (∵ [A] = [A]0 − 𝑥,   [B] = [B]0 − 𝑥) 

        =
1

[B]0 − [A]0
ln (

[B]/[B]0
[A]/[A]0

)                                               (2.43) 

∴   
[B]/[B]0
[A]/[A]0

= exp (([B]0 − [A]0)𝑘𝑡)                 (2.44) 

[𝐴]0 < [𝐵]0の場合には，反応が進行するほど，[B]/[B]0と[A]/[A]0の比は指

数関数的に大きくなって，A が消費されきる場合には B が残ることがわか

る 39。[A], [B], [C]の時間変化を表すグラフは図 2-5 の通りである。 

  

図 2-5 A(g) + B(g) → C(g) における各分子の量の時間変化 

 

つまり，A と B の初期の濃度に大差をつけておくと，比較的短時間で反応

が終了するとみなせる。この特長は，少量で貴重な薬剤の化学反応を調べ

るときに実効的である。安全で安価な反応物（過剰反応物質とよぶ）の初

期濃度を薬剤のそれに対して過剰とすることで，比較的短時間で反応が

100％進行した状態に近くなるので，薬剤の効能を調べるスクリーニング

試験にとって有利である。 

可逆反応の系 40では，反応物のみ，もしくは生成物のみを始状態とし

て反応速度をすばやく測定できれば，正方向，逆方向それぞれの反応速

 

 

37 分数関数の積分として場合分けが必要

となる。 

 

 

38 式(2.42)による[A],[B],[C]の時間変化

を表すグラフは下図の通り。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

39 [A]も[B]も t で一意に定められるが，反

応の様子を理解しやすいよう，[A]と[B]の

比を t で表した。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

40 タンパク質と基質の結合や抗原抗体反

応などは，可逆反応を前提にして反応速

度定数を見積もる。 
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度定数を測定しうるが，現実には極めて困難なことが多い。ではどのよ

うにそれぞれの反応速度定数を測定すればよいか？これの答えの一つ

が，化学平衡の性質を利用する方法である。 

 例えば，A(g) ⇄ B(g) の化学平衡が成り立っている系で，正反応も逆

反応も 1 次の反応だとする。正反応と逆反応の反応速度定数をそれぞれ

ka, kb とおくと，平衡定数を Kとして 

𝐾 =
𝑘𝑎
𝑘𝑏

=
[B]eq

[A]eq
                     (2.45)  

が成り立つ。[A]eq, [B]eqはそれぞれ化学平衡時の A, B のモル濃度である。

ここでいったん，低温（高温でもよい）に保ち系を平衡状態に到達させる。

低温での正反応と逆反応の反応速度定数をそれぞれ k’a, k’bとおくと，その

温度での平衡状態では， 

𝑘′𝑎[A]′eq = 𝑘′𝑏[B]′eq                  (2.46)        

が成り立っている。その後，瞬時に温度を変化させ，元の温度へ戻すとす

る 41。すると，[A], [B]は，[A]’eq, [B]’eqから[A]eq, [B]eqへとそれぞれ変化し 

はじめる（図 2-6）。 

 

 

 

 

 

 

図 2-6 温度ジャンプによって自発的に平衡状態がうつる過程の概念図

（[B]eq > [B]′eqとした） 

 

このとき，濃度変化量 y を，[A] = [A]eq + 𝑦 , [B] = [B]eq − 𝑦 となるように

おく 42。すると，系が平衡に至るまでの過程の反応速度は 43 

d[A]

d𝑡
= −𝑘𝑎([𝐴]𝑒𝑞 + 𝑦) + 𝑘𝐵([B]eq − 𝑦) = −(𝑘𝑎 + 𝑘𝑏)𝑦     (2.47)   

とかける。また，[A] = [A]eq + 𝑦 より 

d[A]

d𝑡
=
d𝑦

d𝑡
 

であるので反応速度は 44 

d𝑦

d𝑡
= −(𝑘𝑎 + 𝑘𝑏)𝑦                                       (2.48)      

d𝑦

𝑦
= −(𝑘𝑎 + 𝑘𝑏)d𝑡                                       (2.49)     

となる。t : 0 → t , y : y0 → y の区間 45で両辺を積分すると 

𝑦 = 𝑦0 exp(−(𝑘𝑎 + 𝑘𝑏)𝑡)             (2.50)       

と求まる。ここで，y が y0 / eとなるときの時間 t は測定可能 46であり，こ

れを緩和時間 τとよぶ。すなわち 

𝜏 =
1

𝑘𝑎 + 𝑘𝑏
                      (2.51)      

である。平衡定数 K も測定できることから，ka, kbをそれぞれ決定できて， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

41 新しい条件に置かれた瞬間に系が初期

状態となったのち，新しい平衡状態に向

かって系が変化する現象を緩和とよぶ。

温度ジャンプ法の他にも，pH ジャンプ法

や圧力ジャンプ法などが知られている。 

 

 

 

 

 

 

 

42  [A], [B]という 2 つの変数から，y とい

う 1 つの変数へおきかえる。 

 

43 式変形に 𝑘𝑎[A]eq = 𝑘𝑏[B]eq  を用いた。 

 

 

 

 

 

44 常微分方程式の変数分離法で解く 

 

 

 

 

45 𝑦(𝑡 = 0) 

= |[B]eq − [B]′eq| = |[A]eq − [A]′eq| 

      = 𝑦0 とおいた 

 

46 eは自然対数の底（e = 2.71…）。 
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𝑘𝑎 =
𝐾

𝜏(𝐾 + 1)
          (2.52)    

𝑘𝑏 =
1

𝜏(𝐾 + 1)
          (2.53)     

と導くことができる。 

 

 上記で取り扱った反応や多くの反応は，反応速度定数があくまでも一定

である前提の上で解析可能であると説明してきた。しかし，気相における

メチルイソシアニド（CH3NC）からアセトニトリル（CH3CN）への異性

化反応 47は図 2-7 のように，反応物濃度に応じて反応の次数が変化し，反

応速度定数も変化したとする測定データが報告され，注目を集めてきた。 

 

図 2-7 472K におけるメチルイソシアニドの異性化反応の反応速度定数

の濃度依存性 48 

 

この反応は，メチルイソシアニドが高濃度のときのみ 1 次の反応（式

(2.54)）で，低濃度のときは 2 次の反応（式(2.55)）とみなせる（𝑘𝑜𝑏𝑠, 𝑘′𝑜𝑏𝑠

はそれぞれの反応速度定数を表す）。 

d[CH3NC]

d𝑡
= −𝑘𝑜𝑏𝑠[CH3NC]                      (2.54)  

d[CH3NC]

d𝑡
= −𝑘′𝑜𝑏𝑠[CH3NC]

2                  (2.55) 

これを説明する理論モデルとして，第 3 体（M と表す）という概念を初め

て導入したものがLindemann
リ ン デ マ ン

により提案された。リンデマンは，分子どう

しは 2 分子間で衝突すること，そして，衝突による活性化と反応には時間

差がある（時間遅れによって失活してしまうこともある）ことを着想し，

次の反応機構を示した。 

CH3NC(g) + M(g) 

 𝑘1   
→  

𝑘−1
← 

 CH3NC
∗(g) + M(g)              [2.56] 

 

CH3NC
∗(g)

𝑘2
→ CH3CN(g)                         [2.57] 

 

CH3NC*は活性化したメチルイソシアニドを表す。M は共存している分子

（CH3NC や CH3CN，空気中の N2や CO2）など何であってもよい。今，

CH3NC, CH3NC*,CH3CN をそれぞれ A, A*, B と表すと， 

d[A∗]

d𝑡
= 𝑘1[A][M] − 𝑘−1[A

∗][M] − 𝑘2[A
∗]            (2.58) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

47 反応機構として考えられている電子対

の移動は下図の通りで，反応中間体とし

て，環状の三角形構造があらわれること

が分光測定とシミュレーション計算で明

らかにされている。 

Nguyen et al., J. Phys. Chem. Lett. 9, 2532 (2018). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

化学結合が形成されたり切断されたりす

る際，通常は，電子対が関与している。電

子対の移動を巻き矢印「⤴」で表す。 

＜巻き矢印の例＞ 

結合形成の場合は，原子の間に矢先を書

くこと。電荷の過不足の変化に注意する。 

A－:   B＋ → A－B 

A :   B＋ → A＋－B 

A－:   B → A－B－ 

結合切断の場合は，電子対が移動する先

の原子まで矢先をのばすこと。 

 

A－B → A－: + B＋ 

 

 

48 図 2-7 の出典 

千原秀昭・江口太郎・齋藤一弥「マッカーリサイモン物理化学

(下)」東京化学同人，p.1247. 
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d[B]

d𝑡
= 𝑘2[A

∗]                                                (2.59) 

とかける。ここで，A*の濃度は極めて小さく変化がないものとして， 

𝑑[A∗]

𝑑𝑡
= 0とみなす（定常状態近似とよぶ）。すると 49， 

[A∗] =
𝑘1[M][A]

𝑘2 + 𝑘−1[M]
                                      (2.60) 

∴  
d[A]

d𝑡
= −

d[B]

d𝑡
= −𝑘2[A

∗] =
−𝑘1𝑘2[M][A]

𝑘2 + 𝑘−1[M]
              (2.61) 

となる。 

M の濃度（CH3NC や CH3CN，空気中の N2 や CO2 など何でもよい）が

十分に大きい場合，A*が失活する（A に戻る）方が B に変換されるより

も速いので， 

𝑘−1[A
∗][𝑀] ≫ 𝑘2[A

∗]  ⇔  𝑘−1[M] ≫ 𝑘2             (2.62) 

となり，式(2.60)を近似して 

 
d[A]

d𝑡
 ~ 

−𝑘1𝑘2[M][A]

𝑘−1[M]
=
−𝑘1𝑘2[A]

𝑘−1
              (2.63) 

∴  𝑘𝑜𝑏𝑠 =
𝑘1𝑘2
𝑘−1

          (2.64) 

が導かれる。 

M の濃度（CH3NC や CH3CN，空気中の N2や CO2など何でもよい）が

著しく小さい場合，A*が失活する（A に戻る）方が B に変換されるより

も遅くなるため， 

𝑘−1[A
∗][𝑀] ≪ 𝑘2[A

∗]  ⇔  𝑘−1[M] ≪ 𝑘2             (2.65) 

となり，式(2.60)を近似して 

d[A]

d𝑡
 ~ 

−𝑘1𝑘2[M][A]

𝑘2
= −𝑘1[M][A]              (2.66) 

が導かれる。𝑘′𝑜𝑏𝑠を直接求めることにはならないが，反応物 A である

CH3NC が（特に反応の初期段階で）M のほとんどを占めるため，2 次の

反応であることが理解される 50。このような反応機構モデル（リンデマン

機構とよぶ）は明解であるものの，極端な反応条件でのみ数式的に反応速

度を説明できることに注意すべきである。M の濃度は系（気相）の全圧と

みなせる。全圧が𝑘−1[𝑀] ~ 𝑘2となる程度の圧力のときは，式(2.64)も式

(2.66)も実際の反応速度を説明することができない。そのため現在も，詳

細な反応様式に立ち入って，反応機構モデルの修正が行われている。 

 

測定データの回帰分析 

繰り返しになるが，化学反応の機構を明らかにするには，反応物の濃度

や温度を変化させて反応速度を測定したときのデータが極めて重要であ

る。測定実験の精度 51を高めてデータを得た後，既知のどのような理論モ

デルにあてはまるのか，むしろ新たな理論モデルが必要なのかという観点

で反応機構の理解を深める。従来は，誤差論を含めた統計の分野であった

が，現在はデータ駆動科学としても極めて重要視されている姿勢である。

ここでは図 2-4 のデータ（右の表）に向き合おう。 

 

 

 

 

49 A の初期濃度を[A]0 とおくと， 

[A]0 = [A]+[B] なので， 

d[A]

d𝑡
+
𝑑[B]

𝑑𝑡
= 0 

⇔    
d[A]

d𝑡
= −

𝑑[B]

𝑑𝑡
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

50 [M] ~ [A]ならば𝑘′𝑜𝑏𝑠  ~ 𝑘1である。 

 

51 精度とは繰り返し性と再現性の総称で

ある。繰り返し性とは，「同じ測定条件で

同一の測定量を連続して測定した場合

の，測定の結果の間の一致の程度」，再現

性とは「測定の条件を変えて同一の測定

量を測定した場合（例えば，実験する場所

を変える，実験者を別の実験者にする，実

験器具や部材を変更する，別の会社から

購入した試薬を使用する，など）の，測定

の結果の間の一致の程度」である。 
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測定には必ず誤差が伴い，真の値からずれている，と考えるのが誤差

論である。つまり，真の値Xと測定値xとの差が誤差𝜁 である。 

𝜁 ≡ 𝑥 − 𝑋              (2.67) 

真の値がわからないので，誤差もわからない，そこで，複数回の測定を行

って真の値にもっとも近いだろう値（最確値とよぶ）を求めることになる。

ただし，実験手順は少なくする必要がある52。最確値も誤差を含むことに

留意する。誤差𝜁は偶然誤差𝜁𝑟と系統誤差𝜁𝑠の和（𝜁 = 𝜁𝑟 + 𝜁𝑠）で表される。 

・偶然誤差𝜁𝑟：測定実験では避けられない，測定回数を増やすと，真の 

       値の周囲で正負同等にばらつく誤差。 

・系統誤差𝜁𝑠：不適切な実験操作などで，真の値から系統的にずれた 

測定値53を与える誤差。 

さらに，プログラミング（例えばPython3など）で計算する場合に起こる

計算誤差も，最確値を導く際には誤差となることに注意しておこう。 

・計算誤差：PCで小数を扱う際，小数を2進数で処理することになり，そ

の結果，有限のメモリ内で割り切れない2進数54を丸めて計

算する過程で生じる誤差。 

計算誤差は，たいていの場合に無視できるほど小さい。また，測定上，系

統誤差𝜁𝑠を極力ゼロに抑えることができれば，測定回数を増すほど，測定

値のヒストグラムはガウス分布（正規分布ともよばれる）に漸近すること

が知られている55。よって，真の値Xである物理量の測定値の分布は，測定

値xの得られる確率として 

𝑝(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
exp(−

(𝑥 − 𝑋)2

2𝜎2
)              (2.68) 

というガウス分布に従うとみなすことが多い。𝜎は分布の広がりを表し，

標準偏差とよばれる。ガウス分布の特徴は，真の値Xに対して対称であり，

真の値Xで最大値をとり，|𝑥 − 𝑋| ≫ 𝜎 で急激に0に近づく（図2-8）。 

 

図2-8 ガウス分布（X = 10, 𝜎 = 10） 

 

 ここで実験条件の変数xiを変えて得られた測定値yiの組(x1,y1),(x2,y2),…, 

(xn,yn)を考えよう。測定値yiの分布𝑝(𝑦𝑖)はガウス分布に従い（標準偏差𝜎

は等しいとする），変数xiには誤差がないという前提を認めてよいとき，

次の直線関係 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏         (2.69) 

が期待されるとする（a, bは定数）。この場合，測定値yiと理論値 axi+bと

の差（残差とよぶ）を考えると， 

 

 

 

52 実験手順を多くするほど，誤差は大き

くなる。詳細は Appendix 2.E。 

53 データの書き写しミスなど，他の測定

値から大きく外れた疑わしき測定値（外

れ値とよぶ）も気を付けなければならな

い。この場合，外れ値の検定（Appendix 

2.F）を行うとよい。 

54 例えば，電卓では 0.1 + 0.2 = 0.3 であ

るが，Python3 で print(0.1+0.2)とす

ると，0.30000000000000004 と出力され

る。これは，0.1 も 0.2 も 2 進数では割り

切 れ ず に 循 環 小 数 （ そ れ ぞ れ

0.00011001100…と 0.001100110011…）

となるためであり，ある桁（8 ビットなら

8 桁，64 ビットでも 64 桁まで）で切り落

とすため，10 進数に戻すと，誤差が生じ

る。計算誤差を丸め誤差ともよぶ。 

55 測定値の正規性の検定が必要になる場

合にも注意を払う。もっとも簡単な検定

法は，累積度数曲線を正規確率紙上にプ

ロットして直線状に並んでいることを示

せばよい（Appendix 2.F）。例えば有限回

の試行で二項分布となる実験（さいころ

をふる等）でも，実験回数を増すほどガウ

ス分布に漸近する。Appendix 2.G を参照。 
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𝑝(𝑦𝑖) =
1

𝜎√2𝜋
exp(−

(𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏))2

2𝜎2
)              (2.70) 

となるとき𝑝(𝑦𝑖)は最大であり（図2-8），そのためには指数関数の中にあ

る(𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏))2について 

∑(𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏))
2

𝑛

𝑖=1

≡ 𝑆(𝑎, 𝑏)                 (2.71) 

が最小となるような定数a,b（これが最確値となる）を求めればよい（図

2-9）。つまり， 

𝜕𝑆

𝜕𝑎
=
𝜕𝑆

𝜕𝑏
= 0         (2.72) 

となる56。 

 

 

 

 

 

 

図2-9 直線回帰の模式図 

これを直線回帰とよぶ。さらに一般化すれば，任意の関数𝑔(𝑥; 𝑎, 𝑏,⋯ )へ

の回帰も，変数xiには誤差がないという前提であれば 

𝑆 =∑(𝑦𝑖 − 𝑔(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏,⋯ ))
2

𝑛

𝑖=1

             (2.73) 

として 

𝜕𝑆

𝜕𝑎
=
𝜕𝑆

𝜕𝑏
= ⋯ = 0         (2.74) 

を満たす定数a,b,…を最確値として求めればよい（曲線回帰または非線形

回帰とよぶ）。このような方法を最小二乗法とよぶ。 

図2-10は，図2-4のデータで直線回帰（𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏），および，曲線回帰 

（𝑦 = 𝑎exp(−𝑏/𝑥)）57を試みたものである。直線回帰の結果（図2-10 (a)）

をみてわかるように58，この反応速度の法則性に直線回帰はアプローチで

きていない。曲線回帰の結果（図2-10(b)）は，もちろんアレニウスの式を

知っているからこそ指数関数を適用したものである。それでも，この曲線

回帰で実際のデータを十分に説明できていると言えない。その原因の一つ

は，最小二乗法で与えられる𝑔(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏,⋯ )にも誤差があり，𝑥𝑖の平均値𝑥̅で

の𝑔(𝑥̅; 𝑎, 𝑏,⋯ )の誤差がもっとも小さく，それより遠のくほど誤差が大き

くなるためである56。 

 

図2-10 図2-4のデータの回帰分析。(a)直線回帰，(b)指数関数による曲線

回帰，(c) lnkと1/Tを用いた直線回帰の結果をT-kグラフに表記。 

56 2 種の数値データ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) (ここで 𝑖 =

1,⋯ ,𝑁) の変化に直線関係があるとした

ときのもっともらしい直線を考えよう。

この場合，直線で表されるもっともらし

い値（回帰値とよぶ）𝑦̂𝑖と測定値𝑦𝑖の差（残

差とよぶ）の二乗の和を最小する（最小二

乗法とよぶ）ように傾き a と切片 b を決

定する方法を説明する（𝑦̂𝑖 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏）。今，

残差の和を D とおくと 

𝐷 =∑{𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏)}2
𝑁

𝑖

 

D の最小化には a, b でそれぞれ偏微分し

て 0 に等しいとすればよいので， 

𝜕𝐷

𝜕𝑎
= −2∑𝑥𝑖{𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏)}

𝑁

𝑖

= 0  

⇔∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖

= 𝑏∑𝑥𝑖

𝑁

𝑖

+ 𝑎∑𝑥𝑖
2

𝑁

𝑖

        ①  

𝜕𝐷

𝜕𝑏
= −2∑{𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏)}

𝑁

𝑖

= 0  

⇔ ∑𝑦𝑖

𝑁

𝑖

= 𝑁𝑏 + 𝑎∑𝑥𝑖

𝑁

𝑖

             ② 

となる。②式から𝑥𝑖 , 𝑦𝑖の平均をそれぞれ

𝑥̅, 𝑦̅とおくと 

𝑏 =
1

𝑁
(∑𝑦𝑖

𝑁

𝑖

− 𝑎∑𝑥𝑖

𝑁

𝑖

) = 𝑦̅ − 𝑎𝑥̅ 

これを①式に代入し b を消去して 

𝑎 =
𝑁∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁
𝑖 − ∑ 𝑥𝑖

𝑁
𝑖 ∑ 𝑦𝑖

𝑁
𝑖

𝑁∑ 𝑥𝑖
2𝑁

𝑖 − (∑ 𝑥𝑖
𝑁
𝑖 )2

   ③ 

となる。ここで xi の標準偏差𝑆𝑥は平均値𝑥̅

を用いて 

𝑆𝑥 ≡ √
1

𝑁
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
𝑁

𝑖

 

であり，分散𝑆𝑥𝑥 ≡ 𝑆𝑥
2は， 

𝑆𝑥𝑥 =
1

𝑁
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
𝑁

𝑖

 

=
1

𝑁
∑𝑥𝑖

2

𝑁

𝑖

−
2

𝑁
𝑥̅∑𝑥𝑖

𝑁

𝑖

+ 𝑥̅2 

=
1

𝑁
∑𝑥𝑖

2

𝑁

𝑖

− 𝑥̅2 

である。一方で，xi と yi の共分散𝑆𝑥𝑦は 

𝑆𝑥𝑦 ≡
1

𝑁
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

𝑁

𝑖

 

=
1

𝑁
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖

−
1

𝑁
𝑥̅∑𝑦𝑖

𝑁

𝑖

−
1

𝑁
𝑦̅∑𝑥𝑖

𝑁

𝑖

+ 𝑥̅𝑦̅  

↓ 
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アレニウスおよびファントホッフは，様々な化合物の反応速度の実験デー

タに理論的裏付け（因果律）を積み重ねて，図2-10 (c)（および図2-4 (b)）

のように，lnkと1/Tを用いた直線回帰によって，反応速度の測定データに

あらわれる法則性を見出した。 

現代でも，因果律に基づいた理論的アプローチが重要である（相補的に，

コンピューター技術の進歩によって，因果律を前提とせずにデータのみに

向き合うことで新しい物理化学の法則につなげるデータ駆動科学（機械学

習など）も最近盛んになっている）。例えば，塩酸HCl共存下での酢酸エチ

ルAcOEt（Acはアセチル基－C(=O)CH3を表す）の加水分解の機構について，

反応速度から調べよう。加水分解して生成するのは，酢酸AcOHとエタノ

ールEtOH（図2-11）である。実験としては，反応温度を25℃に保持しなが

ら，反応開始後の経過時間ごとに反応液をサンプリングして適切に希釈し

た（加水分解の停止）直後に，水酸化ナトリウム水溶液で滴定することで，

反応液中の酸の総濃度を右の表の通りに求められたとする59。 

 

 

 

図2-11 酢酸エチルの加水分解の化学反応式 

反応速度を𝑣とすれば，いかなる前提もない場合，𝑘𝑓, 𝑘𝑟を正反応と逆反応

のそれぞれの反応速度定数として， 

𝑣 = 𝑘𝑓[AcOEt][H2O][HCl] − 𝑘𝑟[AcOH][EtOH][HCl]      (2.66) 

と表される。塩酸は触媒であり[HCl] = [HCl]0で一定であると近似できるの

で， 𝑘1 = 𝑘𝑓[HCl]0,  𝑘−1 = 𝑘𝑟[HCl]0 とおいて反応速度 v は 

𝑣 = 𝑘1[AcOEt][H2O] − 𝑘−1[AcOH][EtOH]        (2.67) 

となる。ここから，2 通りの考え方で回帰分析を試みる。 

考え方 1：この実験では，[H2O]0 ≫ [AcOEt]0 であるので，[H2O]~[H2O]0

で一定であると近似できる（この近似法をオストワルドの分離法とよぶ）。

また，[H2O] ≫ [AcOH], [EtOH]なので逆反応も無視できると近似する。する

と，𝑘𝑜𝑏𝑠 = 𝑘1[H2O]0とみなせるので，式(2.67)は 

𝑣 = 𝑘𝑜𝑏𝑠[AcOEt]                    (2.68) 

となる。[AcOH] = [EtOH] = 𝑥 とおくことで，[AcOEt]0 − 𝑥 = [AcOEt] だか

ら，式(2.68)は 

d𝑥

d𝑡
= 𝑘𝑜𝑏𝑠([AcOEt]0 − 𝑥)           (2.69)     

となり，この微分方程式は t: 0→t, x: x0→x の区間で解くことができて， 

−ln(
[AcOEt]0 − 𝑥

[AcOEt]0 − 𝑥0
) = 𝑘𝑜𝑏𝑠𝑡              (2.70) 

が導かれる。 

考え方 2：式(2.67)に対して，[AcOH] = [EtOH] = 𝑥とおくことで， 

d𝑥

d𝑡
= 𝑘1([AcOEt]0 − 𝑥)([H2O]0 − 𝑥) − 𝑘−1𝑥

2         (2.71) 

となり，この微分方程式も t: 0→t, x: x0→x の区間で解くことができて 60， 

1

𝑞2 − 𝑞1
ln (

(𝑥0 − 𝑞2)(𝑥 − 𝑞1)

(𝑥0 − 𝑞1)(𝑥 − 𝑞2)
) = −(𝑘1 − 𝑘−1)𝑡        (2.72) 

が導かれる（ただし， 𝑘1 ≠ 𝑘−1として， 

 

↑ 

=
1

𝑁
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖

− 𝑥̅𝑦̅ 

である。これらを③式に代入すると 

𝑎 =
𝑁∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁
𝑖 − ∑ 𝑥𝑖

𝑁
𝑖 ∑ 𝑦𝑖

𝑁
𝑖

𝑁∑ 𝑥𝑖
2𝑁

𝑖 − (∑ 𝑥𝑖
𝑁
𝑖 )

2  

=
𝑁2(

1
𝑁
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑁
𝑖 − 𝑥̅𝑦̅)

𝑁2(
1
𝑁
∑ 𝑥𝑖

2𝑁
𝑖 − 𝑥̅2)

=
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑥
 

となる。そして， 

𝑏 = 𝑦̅ −
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑥
𝑥̅ 

と求まる。 

57 指数関数による曲線回帰では，S（残差

平方和）ではなく lnS（対数残差平方和）

を用いて極小値を得る。 

58 直線回帰では，視覚的に判断するだけ

でなく，プロットしたデータが直線的に

並んでいるかの代表的な指標としてピア

ソンの積率相関係数（Appendix 2.H）を算

出することも有用である。 

59 最小二乗法で導いた残差を用いて，回帰

式は統計的に意味があるのかを検定する

手順（F 検定）は Appendix 2.I を参照。 

出典： 

永井俊, 日本医科大学基礎科学紀要, 44, 1 (2015). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[HCl]0 = 0.9162 mol L－1 

[AcOEt]0 = 0.5578 mol L－1 

[H2O]0 = 51.63 mol L－1 

（反応液は混合物なので，密度や反応液

全体の体積等を精確に測定して [H2O]0

も求めることができる） 



  豊田太郎 物性化学ノート 2025 第 2回 

16 
 

𝑞1 = 

𝑘1([AcOEt]0 + [H2O]0) + √𝑘1
2([AcOEt]0 + [H2O]0)

2 − 4𝑘1(𝑘1 − 𝑘−1)[AcOEt]0[H2O]0

2(𝑘1 − 𝑘−1)
 

𝑞2 = 

𝑘1([AcOEt]0 + [H2O]0) − √𝑘1
2([AcOEt]0 + [H2O]0)

2 − 4𝑘1(𝑘1 − 𝑘−1)[AcOEt]0[H2O]0

2(𝑘1 − 𝑘−1)
 

とおいている）。 

これら 2 つの回帰分析の結果を比較しよう。考え方 1 にのっとって時間

t とln([AcOEt]0 − 𝑥)とで直線回帰 61を行うと，データが直線状に並んでい

ないために，加水分解の反応機構にアプローチできていないことがわかる

（反応開始して 100 分までならば，データは直線状に並んでおり，最小二

乗法から， 𝑘𝑜𝑏𝑠 = 63 × 10−4 L mol−1 min−1,  𝑥0 = −1.298 mol L−1と求ま

る）。考え方 2 では  62，𝑘1 = 1.23 × 10−4 L mol−1 min−1, 𝑘−1 = 7.09 ×

10−4 L mol−1 min−1,  𝑥0 = 1.37 × 10−2 mol L−1と求まり，全てのデータに対

して妥当な最確値を見出せる（F 検定による推定統計量 F=1.04× 106, p 値

= 1.11× 10−16）。つまり，この
・ ・

実験
・ ・

条件
・ ・

で
・

は
・

，考え方 1 で無視できるとし

た逆反応の反応速度定数が正反応のそれよりもむしろ大きいため 63，単な

る（見かけの）1 次反応ではなく，可逆でしかも 2 次反応としてこの加水

分解反応を解釈すべきだとわかる。 

 

〔発展〕拡散：反応速度を決めるもう一つの要因 

これまで説明してきた反応速度と反応機構は，理想気体や理想溶液を主

に考えてきた。一方，液相や固相での反応や溶液反応では，混合中にて，

反応物の分子の移動が遅かったり溶媒分子が邪魔したりする。その結果，

反応物の濃度に依存して反応速度を測定できても，その反応速度定数の解

釈として，反応物の拡散も反応機構の要因に加味して考える必要がある

（図 2-12）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-12 反応中における反応物の拡散の様子を示す模式図。 

 

拡散とは，分子の濃度勾配がある空間で，分子が高濃度側から低濃度側

へ移動する現象である。位置 x での分子の濃度 c に対して，移動する分子

の数密度（流速とよぶ）J はその濃度が減少する勾配に比例するので，比

例定数を D として， 

60 式(2.38), (2.39)のように，因数分解で

きる形にして，常微分方程式の変数分離

法を適用する。𝑞1, 𝑞2は 2 次方程式の解の

公式から導かれている。 

𝑘1([AcOEt]0 − 𝑥)([H2O]0 − 𝑥) − 𝑘−1𝑥
2 

= 𝑘1[AcOEt]0[H2O]0 

  −2𝑘1([AcOEt]0+[H2O]0)𝑥 + (𝑘1 − 𝑘−1)𝑥
2 

= (𝑘1 − 𝑘−1)(𝑥 − 𝑞1)(𝑥 − 𝑞2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

61 “酸の総濃度”の値から[HCl]0 を引い

て𝑥を求めることに留意する。直線回帰の

各種統計アプリやプログラムについては

Appendix 2.J を参照。 

 

62 考え方 2 では，直線回帰を利用するこ

とが難しい。そこで，残差平方和（式

(2.73)）の最小化そのものに対して，

𝑘1, 𝑘−1,  𝑥0を変数にしてプログラム（一般

には，最適化問題とよぶ）を利用する。

Excel では“ソルバー”のアドイン，R で

は optim()という関数，Python3 では

cxvpy というパッケージ等がそれぞれ用

意されている。最適化問題は情報やアル

ゴリズムのテキストを参照すること。 

 

63 要因の一つとして，塩酸の濃度が約  

1 mol L－1 と高い値なので，酢酸とエタノ

ールが水和しにくく水中で局所的に会合

した結果，脱水縮合が速く進行できるこ

とが挙げられる。Appendix 2.K を参照。 
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𝐽 ∝ −
d𝑐

d𝑥
                   (2.73) 

𝐽 = −𝐷
d𝑐

d𝑥
                  (2.74) 

と表せる。面積 A で x～x＋λ に伸びる厚み λ の空間での濃度 c を考える

と，位置 x で単位時間当たりに流入してくる分子で増大する濃度は 

d𝑐

d𝑡
=
𝐽𝐴

𝐴𝜆
=
𝐽

𝜆
                 (2.75) 

である。その位置で流出していく分子の数密度を J’としたとき，単位時間

当たりに流出していく分子で変化する濃度は 

d𝑐

d𝑡
= −

𝐽′

𝜆
             (2.76) 

となる。したがって，正味の濃度変化の速度は， 

d𝑐

d𝑡
=
𝐽 − 𝐽′

𝜆
              (2.77) 

となる。位置 x＋λ での濃度を c’とおくと， 

𝐽 − 𝐽′ = −𝐷
d𝑐

d𝑥
+ 𝐷

d𝑐′

d𝑥
             (2.78) 

であり，この空間内でも濃度勾配があるので， 

𝑐′ = 𝑐 + (
𝜕𝑐

𝜕𝑥
) λ             (2.79) 

となることから， 

𝐽 − 𝐽′ = −𝐷
d𝑐

d𝑥
+ 𝐷

d

d𝑥
{𝑐 + (

𝜕𝑐

𝜕𝑥
) λ} = 𝐷λ

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2
      (2.80) 

となる。式(2.80)を式(2.77)に代入すると， 

∂𝑐

∂𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2
                  (2.81) 

が導かれる。この偏微分方程式を 1 次元の拡散方程式，D を拡散係数とそ

れぞれよぶ。この方程式は，濃度が局所で低ければ（下に凸の場所）濃度

はすぐに増大するように，濃度が局所で高ければ（上に凸の場所）濃度は

すぐに低下するように変化することを示す 64。 

反応物が拡散によって反応器中を移動して混合されている中で，    

A＋B⇄AB→P という反応におけるペア AB の反応速度が，分子 A, B のそ

れぞれのモル濃度[A], [B]に比例するとする場合を考えよう（図 2-13）。 

 

 

 

 

 

図 2-13 溶液や固相・液相での反応の模式図 

 

A と B が近接してペアとなる過程の速度定数を kd，AB が解離して移動す

る速度定数を kd’，ペア AB から P が生成する反応速度定数を ka とそれぞ

れおくと， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

64 初期状態や境界条件によっては，拡散

方程式を厳密に解くことができる。詳細

は偏微分方程式のテキストを参照。なお，

初期条件を𝑥 = 0 で𝑐 = 𝑐0，𝑥 ≠ 0 で𝑐 = 0，

境界条件を𝑥 → ±∞で𝑐 → 0とすると，1 次

元のブラウン運動に対応する。第 1 回

Appendix 1.H を参照。 
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d[AB]

d𝑡
= 𝑘𝑑[A][B] − 𝑘𝑑

′ [AB] − 𝑘𝑎[AB]        (2.82) 

d[P]

d𝑡
= 𝑘𝑎[AB]                (2.83) 

となり，定常的に[AB]は著しく小さく，変化量が無視できる（
d[AB]

d𝑡
= 0）

とすれば， 

d[P]

d𝑡
=
𝑘𝑎𝑘𝑑[A][B]

𝑘𝑎 + 𝑘𝑑′
                  (2.84) 

と求まり，生成物 P も[A],[B]に比例する 2 次の反応であることがわかる。

しかし，𝑘𝑎 ≪ 𝑘𝑑′  の場合（活性化律速とよぶ）と𝑘𝑑′ ≪ 𝑘𝑎  の場合（拡散律

速とよぶ）とでは，見かけの反応速度定数の意味が変わる。特筆すべきは，

拡散律速の場合には， 

d[P]

d𝑡
~𝑘𝑑[𝐴][𝐵]               (2.85) 

であるので，拡散過程がこの反応を支配し，活性化エネルギーを超えた分

子 A と分子 B の衝突の過程が無視されることである。このとき𝑘𝑑は，A

と B が拡散で距離 R*（臨界反応距離とよぶ）まで近づく過程について拡

散方程式を解くことで 65， 

𝑘𝑑 = 4𝜋𝑅∗𝑁𝐴(𝐷𝐴 + 𝐷𝐵)         (2.86) 

と導かれる（𝐷𝐴, 𝐷𝐵：A, B それぞれの拡散係数，𝑁𝐴：アボガドロ数）。 

 

〔発展〕機械学習の発展と注意 

PC は大量のデータを（可能な限り速く）処理できることから，機械学

習によるパターン識別の技術が進歩している。機械学習には主に３つの方

法がある。 

・教師あり学習：画像等のデータと解析対象物の名前等（答え）をペアに

して大量に PC に読み込ませて特徴を学習させる。 

・教師なし学習：画像等のデータのみを大量に与えて，似かよったデータ

から特徴を抽出したり分類したりするようにする。 

・強化学習：画像等のデータはごくわずかに与えて，そのデータをつかっ

ていろいろなパターンをつくらせて，よい結果が出た時に“報酬”を与

えることで学習を強化する。 

例えば，サポートベクターマシンによるパターン識別（分類器ともよばれ

る）の教師あり学習を説明する 66。サポートベクターとは，学習用データ

を分割する境界線に最も近いデータ点のことである（図 2-14）。 

①  画像等の入力データと答えをペアにした学習用のデータを PC に読

み込ませる。 

② データを相互に比較し，類似しているものどうしを分類してクラスと

するための境界線をひく。 

③ 境界線とクラス内の各データとの間の距離（マージンとよぶ）が最大

になる境界線の位置を決める。 

④ あらためてテストするデータを PC に読み込ませ，その境界線によっ

て分類する（テストの予測結果とよぶ）。 

境界線には，直線のもの（線形サポートベクターマシンとよぶ）と曲線の

もの（非線形サポートベクターマシンとよぶ）があり，プログラミングの

65 拡散方程式を 3 次元に拡張すると， 

∂𝑐

∂𝑡
= 𝐷 (

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑐

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2
) = ∇2𝑐 

となる。今，混合して十分に時間がたった

時には濃度変化はないものとみなせるの 

で（
∂𝑐

∂𝑡
= 0）， 

∇2𝑐 = 0 

となる。ラプラシアン∇2を 3 次元極座標

表示にして（第 1 回 Appendix 1. J），動径

方向 r だけに関心がある（方位方向には対

称）ので， 

1

𝑟2
d

d𝑟
(𝑟2

d𝑐

d𝑟
) =

1

𝑟2
d2𝑐

d𝑟2
+
2

𝑟

d𝑐

d𝑟
= 0 

を扱うことにする。分子 B について分子

A との衝突を考え，この方程式を𝑟 → ∞で

𝑐 = [𝐵], 𝑟 = 𝑅∗で𝑐 = 0の境界条件のもと

で一般解(c = a+(b/r), a,b は定数)を用いて

解くと，𝑟 ≥ 𝑅∗では 

𝑐 = (1 −
𝑅∗

𝑟
) [𝐵] 

となる。反応速度は，分子 A にむかう分

子 B の流速 J に, B が通らなければならな

い半径𝑅∗の球の表面積を乗じたもの 

(反応速度)＝4𝜋𝑅∗2𝐽 

となる。流速 J は濃度勾配に比例するの

で， 

𝐽 = 𝐷𝐵 (
d𝑐

d𝑟
)
𝑟=𝑅∗

=
𝐷𝐵[𝐵]

𝑅∗
 

となる。よって， 

(反応速度)＝4𝜋𝑅∗𝐷𝐵[𝐵] 

となる。反応器の体積 V における A 分子

の数は𝑁𝐴[𝐴]𝑉なので,   

(すべての分子 A に分子 B がむかう流れ)

＝4𝜋𝑅∗𝐷𝐵𝑁𝐴[𝐴][𝐵]𝑉 

となる。分子 A が分子 B にむかう流れも

考えれば， 

𝑘𝑑 = 4𝜋𝑅∗𝑁𝐴(𝐷𝐴 + 𝐷𝐵) 

が導かれる。 

 

66 サポートベクターマシンの実践例（手

書き数字のパターン識別）については

Appendix 2.L を参照。 
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際に選ぶことができる。サポートベクターマシンは画像等のパターン識別

だけでなく，食品・医療データの分類や自然言語処理にも用いられる。た

だし，学習データが増えると計算量が膨大になる（テストの際に答えの出

力が遅くなる），極端に質が異なるデータが学習用データに含まれると境

界線の位置がずれやすい（テストすると間違った分類による予測結果を出

力してしまう），というデメリットがあることに注意しなければならない

67。 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-14 サポートベクターマシンの概念図 

 

教師なし学習は，答えのラベルがないままに，データを分類することが

主たる課題になる。分類は行えるが，分類結果に対して，人が解釈をつけ

る必要がある。逆に，バイアスとなる解釈が存在しないために，潜在的な

分類群を発見したり，異常なデータを見つけたりすることに役立てられ

る。分類法には統計学の手法（主成分分析や分散分析など）が適用される

が，ここではKohonen
コ ホ ネ ン

の自己組織化マップ 68 を説明しよう。コホネンは，

脳における学習プロセスをベースにして本手法を開発しており，本手法に

よって，様々な入力データを与え続けることで，だんだん類似度の高いも

のが集まり（多くの場合は 2 次元で表示する），それらを視覚的に認識す

ることができる（図 2-15）。 

① 入力データの数値の数と同じ数値の束を 1 個のニューロンとして，始

めは乱数をもたせた多数のニューロンを用意し，2 次元に敷き詰める。 

② 入力データセットのサンプルごとに，2 次元上で最も近い距離にある

ニューロンをみつける（これを勝者ニューロンとよぶ）。 

③ 勝者ニューロンをその入力データのサンプルに少し近づける。 

④ 勝者ニューロンの近隣のニューロンも，入力データのサンプルに少し

だけ近づける。 

⑤ 膨大な数の入力データのサンプルをつかった後に，勝者ニューロンを

みると，視覚的にデータの分類群がわかる。 

本入力データでできた境界線は，“たまたま”できただけなので，別の分

類法で確認することが推奨される。というのも，サンプル数が多ければよ

いわけでもなく，ニューロンの数値のサンプルへの近づけ方も恣意性があ

るためである。また，ニューロンのマップが収束しないこともある 69。 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-15 コホネンの自己組織化マップの概念図 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://scikit-learn.org/stable/ 

modules/svm.html 

 

67 ChatGPT や Google Gemini などで知

られる生成 AI（AI チャットともよばれ

る）は，機械学習の一つである深層学習で

データベースから文章やイラストを創作

できる。学術用語・テーマに関しては、デ

ータベースが不定なので出力がゆらぎ，

同じ質問内容でも異なるものが得られ

る。また，データベースから文章を生成す

る際の参照元が不定なために，回答内容

が著作権を侵害している可能性が高い。

したがって，大学のレポートや発表で生

成 AI を引用しても、確かな情報を適切に

述べられていない「壁の落書き」の範疇で

あることを肝に銘じておこう。ただし，確

かな情報を出力しないからこそ，気づき

を得られる利用方法がある。それが，要

約，翻訳や添削，プログラムのコード生

成，イラスト，（詩などの）作文である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

68 出典： 

T. Kohonen, Biol. Cybern. 43, 59-69 (1982). 

自己組織化マップの実践例（色付けの分

類）については Appendix 2.L を参照。 

69 出典： 

https://datachemeng.com/ 

selforganizingmap/ 

(最終閲覧日 2024 年 9 月 16 日) 
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Appendix 2.A. 広義積分の扱い方 

無限を含む積分を広義積分（または特異積分）とよぶ。a, b, c を定数とし

て 

∫ 𝑓(𝑥) d𝑥
∞

𝑎

= lim
𝑐→∞

∫ 𝑓(𝑥) d𝑥
𝑐

𝑎

 

∫ 𝑓(𝑥) d𝑥
𝑏

−∞

= lim
𝑐→−∞

∫ 𝑓(𝑥) d𝑥
𝑏

𝑐

 

である。値が定まる時は，積分は収束するといい，そうでない場合は発散

するという。例えば， 

∫
1

𝑥2
d𝑥

∞

1

= lim
𝑐→∞

∫
1

𝑥2
d𝑥 = lim

𝑐→∞
[−

1

𝑥
]
1

𝑐

= 1
𝑐

1

 

となる。また，区間が無限でなく有限のときでも同様に極限を利用して積

分を行うことができる。 

∫
1

√𝑥
d𝑥

1

0

= lim
𝑐→+0

∫
1

√𝑥
d𝑥 = lim

𝑐→+0
[2√𝑥]

𝑐

1
= 2

1

𝑐

 

 

 

Appendix 2.B. ∫ exp (−𝛼𝑥2)d𝑥
∞

0
 (𝛼は正の定数)の公式 

𝐼 = ∫ exp (−𝛼𝑥2)d𝑥
∞

0

 

とおく。あらためて，s, t を用いて 70 

𝐼2 = ∫ exp(−𝛼𝑠2) d𝑠
∞

0

×∫ exp(−𝛼𝑡2) d𝑡
∞

0

 

= ∫ ∫ exp (−𝛼𝑠2 − 𝛼𝑡2)
∞

0

d𝑠d𝑡
∞

0

 

を考える。2 次元極座標系 s = r cosθ, t = r sinθ に変換すると 71 

𝐼2 = ∫ ∫ exp(−𝛼𝑟2)
𝜋/2

0

𝑟 d𝑟d𝜃
∞

0

= ∫ d𝜃
𝜋/2

0

×∫ exp(−𝛼𝑟2)
∞

0

𝑟 d𝑟 

   =
𝜋

2
∫ 𝑟 exp(−𝛼𝑟2) d𝑟
∞

0

=
𝜋

2
[
exp (−𝛼𝑟2)

−2𝛼
]
0

∞

=
𝜋

4𝛼
        ∴ 𝐼 =

1

2
√
𝜋

𝛼
 

 

 

Appendix 2.C. ∫ 𝑥2exp (−𝛼𝑥2)d𝑥
∞

0
 (𝛼は正の定数)の公式 72 

∫ 𝑥2 exp(−𝛼𝑥2) d𝑥
∞

0

= [𝑥 ∙
exp(−𝛼𝑥2)

−2𝛼
]
0

∞

−∫
exp(−𝛼𝑥2)

−2𝛼

∞

0

d𝑥

=
1

2𝛼
∫ exp(−𝛼𝑥2) d𝑥
∞

0

 

=
1

4𝛼
√
𝜋

𝛼
                                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

70 積分の積と重積分とが変換できること

をフビニの定理という。証明は省略。 

 

71 本来はヤコビの行列式を用いる。 

 

 

 

 

 

第 1 象限で積分する場合 

∫ ∫ 𝑓d𝑠d𝑡 =
∞

0

∞

0

∫ ∫ 𝑔 𝑟d𝑟d𝜃
𝜋/2

0

∞

0

 

 

72  𝑥 ∙ 𝑥exp (−𝛼𝑥2)とみて部分積分。ただ

し，発散の速さの比較（もしくはロピタル

の定理）として， 

lim
𝑥→∞

𝑥

exp (𝛼𝑥2)
= 0 

に注意する。 
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Appendix 2.D. ∫ 𝑥3exp (−𝛼𝑥2)d𝑥
∞

0
 (𝛼は正の定数)の公式 73 

∫ 𝑥3 exp(−𝛼𝑥2) d𝑥
∞

0

= [𝑥2 ∙
exp(−𝛼𝑥2)

−2𝛼
]
0

∞

−∫ 2𝑥 ∙
exp(−𝛼𝑥2)

−2𝛼

∞

0

d𝑥

=
1

𝛼
∫ 𝑥 exp(−𝛼𝑥2) d𝑥
∞

0

 

=
1

2𝛼2
                                                       

 

Appendix 2.E. 実験手順は少なければ少ない方がよい 

：不確かさの伝搬 

実験には実験器具を用いる。この実験器具にも，製品として出荷時に測

定されて保証された誤差がある（許容誤差とよぶ）。国内では日本工業規

格（JIS）で許容誤差が定められている。つまり，たとえ一つの工程しか

なくとも，実験書や実験ノートに書いてある通りに同じ実験を行って，同

じ結果が得られるとは限らないのは当然である。 

ガラス器具の体積許容誤差の例は次の通りである（JIS R5305-1994）。 

・10 mL メスフラスコ：±0.025 mL 

・100 mL メスフラスコ：±0.1 mL 

・10 mL メスシリンダー：±0.2 mL（メスフラスコよりもあいまい） 

また，マイクロピペッターの体積許容誤差の例は次の通りである（JIS 

R0970-1989）。 

・10 μLマイクロピペッター：±0.4 μL 

・200 μLマイクロピペッター：±3 μL 

・1000 μLマイクロピペッター：±10 μL 

つまり，実験者の手技が上達しても，偶然誤差をふくむ不確かさはゼロに

はならずに真の値からずれた測定データが得られるため，背景となる学術

知見をもとに実験手法を改良したり，繰り返し実験や再現実験の数を可能

な限り多くして測定データがガウス分布（図 2-8）となることを仮定でき

るようにしたりするのがよい。 

 一方で，精度の高い実験結果を得るためには，実験手順の工程の数は増

やさないようにする。工程の数が増えれば，不確かさが積みあがるためで

ある。例えば電子てんびん 74で試薬の重量をはかりとる場合， 

①空の容器の重量Wをはかる。 

②容器に試薬を入れて，重量W’ をはかる。 

③試薬の重量 wを𝑤 = 𝑊′ −𝑊として求める。 

という手順になる。このとき，試薬の重量𝑤の不確かさ𝑢(𝑤)は 

𝑢(𝑤)2 = 𝑢(𝑊′)2 + 𝑢(𝑊)2                  

である。つまり，試薬を容器に一気に加えすぎて減量していったり，逆に

極少量ずつ何回も加えていったりすることは，その都度，不確かさが積み

あがるため，避けるべきである（重量や容積の目安 75を知っておくと，手

順の無駄や工程数を減らせる）。 

一般に，𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛)であるとき，𝑦の不確かさ𝑢(𝑦)は 

𝑢(𝑦)2 =∑(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
)
2

∙

𝑛

𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖)
2             

と表される 76。これは，光度計などの分析装置内でも同様である。信号変

 

73 𝑥2 ∙ 𝑥exp (−𝛼𝑥2)とみて部分積分。2 行

目から 3 行目も部分積分。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

メスフラスコ    メスシリンダー 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

マイクロピペッター 

 

74 電子てんびんは不確かさが生じやすい

実験器具である。はかり内部に風がある，

水平に保たれていない，温度が一定でな

い，測定場所の緯度や高度が変えられて

いる，分銅で校正していない，という状況

が系統誤差の要因となる。その理由は，試

薬をのせたてんびん皿の沈み込みを，電

磁石を用いて電流信号に変換させ計測し

ているためである。 
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換や試料操作の各工程で不確かさを計算して積み上げて実験結果を評価

することは現実的に無理がある。そこで重要なのは，装置や手法における

検量線（キャリブレーションカーブともよばれる）である。例えば，試料

溶液の未知の濃度を定める光度計では，既知の物質・濃度のものを利用し

て検量線を作成する。図 2-16 に 3 通りの方法を示した。各方法には利点

と欠点があるので，実験状況に適したものを活用する。 

内標準法：特性がわかっていて試料に化学的変化を与えない化学種を試料

溶液に加え，これを標準にして目的の物質のシグナルを得て，その強度比

を利用する方法である。 

絶対検量線法：既知濃度の標準試料溶液を使ってあらかじめ検量線を作成

し，未知試料中の目的の物質のシグナル強度を測定する方法である。 

標準添加法：未知試料に目的物質を既知量添加したものと，何も添加して

いない未知試料を同様に測定し，シグナル強度の差を利用して濃度を求め

る方法である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2-16 光度計などを用いて未知試料の濃度を算出するための検量線 

 

 

Appendix 2.F. 測定データの正規性および外れ値の検定 

繰り返して測定して得たデータが正規分布に従うかどうかの検定には，

正規確率紙というグラフ用紙に累積度数曲線をプロットし直線状に並ん

でいることをみるのがよい（データ数が少ない場合に特に有効である 77）。 

 

(1) データのヒストグラムを作成し，その累積度数を計算する。 

(2) 以下の式の通りに累積度数パーセントを計算する。 

(累積度数パーセント) = 100×(累積度数)÷(n+1) 

ここで n は総測定数である（n ではなく n+1 で割るのは，累積度数パ

ーセントでの 50%がデータ群の中心になるようにするため）。 

(3) 正規確率紙（図 2-17）に累積度数パーセントをプロットし，点が直線

的に並んでいるかを判断する。（Pearson
ピ ア ソ ン

の積率相関係数（Appendix 

2.H）で判断しても良い） 

75  

ティースプーンすりきり 1 杯： 

約 5 g（容量も約 5 mL） 

塩少々（人差し指と親指で軽くつまんで

とれる量）：      約 500 mg 

ミクロスパーテル 1 杯： 約 5 mg 

目薬 1 滴： 約 50 μL（水なら 約 50 mg） 

※実験をする前に，電子てんびんを使っ

て，これらの値について自分の手と目で

確認しておくとよい。 

 

 

 

 

 

 

ミクロスパーテル 

 

76 不確かさの伝搬，もしくは，誤差伝搬

の法則とよぶ。導出は以下の通り。 

算 出 し た い 値 𝑦 が 独 立 し た 測 定 値

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 の 関 数 で あ る 場 合 ， 𝑦 =

𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)として，それそれの不確か

さを𝑢(𝑦), 𝑢(𝑥1),⋯ , 𝑢(𝑥𝑛)とおくとき，こ

れらは微小変化量とみなせるとして全微

分（第 1 回 P.27 欄外）を考えれば，  

|𝑢(𝑦)| =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖) 

である。両辺を 2 乗して 

𝑢(𝑦)2 =∑(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
)
2

∙

𝑛

𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖)
2 

+ ∑ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
)(

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
) ∙

𝑛

𝑖,𝑗 (𝑖≠𝑗)

𝑢(𝑥𝑖)𝑢(𝑥𝑗) 

ここで測定値𝑥𝑖と𝑥𝑗  (𝑖 ≠ 𝑗)の測定方法が

互いに独立で相関がなければ，各不確か

さの積𝑢(𝑥𝑖)𝑢(𝑥𝑗)は 0 とみなせるので 

𝑢(𝑦)2 =∑(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
)
2

∙

𝑛

𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖)
2 

となる。 

 

 
77 データの数が 50 を超える場合には，カ

イ二乗検定を用いてよい。 

J.N.Miller, データのとり方とまとめ方 第 2 版, 共立出

版,2006, p.80 
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図 2-17 正規確率紙 

 

さらに，正規分布を仮定できたとき 78に，他の測定値から大きく外れた

疑わしい値が生じたときは，まずは測定をさらに追加して行ってみること

が望ましい。そして，疑わしい値を残して解析を行うか棄却するかは，

Grubbs
グ ラ ブ ス

の方法で判定することができる。この方法は，統計量 G を次の通

りに計算し，臨界値 79を超えたら疑わしい値は棄却する（外れ値とよぶ）。 

𝐺 =
|(疑わしい値) − (全測定値の平均)|

(全測定値の標準偏差)
 

ここでの全測定値には疑わしい値も含めること。 

 

 

Appendix 2.G. 二項分布からガウス分布への漸近 80 

 真の値Xである物理量の測定値の分布は，測定値xの得られる確率として

式(2.68)のように 

𝑝(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
exp(−

(𝑥 − 𝑋)2

2𝜎2
)          

というガウス分布（𝜎は標準偏差）に従うことが知られている。ここでは，

同様に確からしい独立な測定操作を有限回では繰り返して二項分布とな

る測定を例に，測定回数を増やすことでヒストグラムがガウス分布に近づ

くことを説明する。 

 ある事象（例えば，さいころをふって 6 の目が出る）が確率 p で起こる

とする。独立試行を n 回行うときに，その事象が x 回起こる確率 P(x)は， 

𝑃(𝑥) = 𝐶𝑛 𝑥𝑝
𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥       (𝑥 = 0,1,2,⋯ , 𝑛) 

で表され，この分布を二項分布とよぶ。n も x も n－x も極めて大きな数と

して，スターリングの公式 81を用いることにする（𝑞 = 1 − 𝑝とおく）。 

𝑃(𝑥) =
𝑛!

𝑥! (𝑛 − 𝑥)!
𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 

          ~√
𝑛

2𝜋𝑥(𝑛 − 𝑥)
𝑛𝑛 (

𝑝

𝑥
)
𝑥

(
𝑞

𝑛 − 𝑥
)
𝑛−𝑥

 

         =
1

√2𝜋𝑛𝑝𝑞
(
𝑛𝑝

𝑥
)
𝑥+

1
2
(
𝑛𝑞

𝑛 − 𝑥
)
𝑛−𝑥+

1
2
=

1

√2𝜋𝑛𝑝𝑞
(
𝑥

𝑛𝑝
)
−𝑥−

1
2
(
𝑛 − 𝑥

𝑛𝑞
)
−𝑛+𝑥−

1
2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

78 正規分布を仮定
・ ・

できない
・ ・ ・ ・

測定データを

統計的に解析する場合は，ノンパラメト

リックな方法を利用する。ノンパラメト

リックな方法の詳細は統計学のテキスト

を参照すること。 

 

79 G の臨界値（両側検定 P = 0.05） 

サンプル数 臨界値 

3  1.155 

4  1.481 

5  1.715 

6  1.887 

7  2.020 

8  2.126 

9  2.215 

10  2.290 

 

80 引用文献： 

田中一義，『統計力学入門』，化学同人，p.232 (2014). 

 

81 スターリングの公式： 

lim
𝑢→∞

𝑢! 𝑒𝑢

𝑢𝑢√𝑢
= √2𝜋 

（証明は第 1 回 Appendix 1. K）つまり，

u が限りなく大きいとき， 

𝑢! 𝑒𝑢

𝑢𝑢√𝑢
~√2𝜋 

∴  𝑢! ~ 𝑒−𝑢𝑢𝑢√2𝜋𝑢 

となる。 
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ここで，変数変換として  

𝑡 =
𝑥 − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝𝑞
 

とおく。そうすると，二項分布の標準偏差 82 𝜎′ = √𝑛𝑝𝑞を利用して， 

𝑥

𝑛𝑝
= 1 +

𝑞𝑡

𝜎′
 

𝑛 − 𝑥

𝑛𝑞
= 1 −

𝑝𝑡

𝜎′
 

となる。これらを上式に代入して両辺の対数をとり，そして，右辺にテイ

ラー展開 ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+⋯ を利用すると，  

ln𝑃(𝑥) 

= −ln√2𝜋𝑛𝑝𝑞 − (
𝜎′2

𝑞
+ 𝜎′𝑡 +

1

2
) ln (1 +

𝑞𝑡

𝜎′
) − (

𝜎′2

𝑝
− 𝜎′𝑡 +

1

2
) ln (1 −

𝑝𝑡

𝜎′
) 

    = −ln√2𝜋𝑛𝑝𝑞 − (
𝜎′2

𝑞
+ 𝜎′𝑡 +

1

2
)(

𝑞𝑡

𝜎′
−
𝑞2𝑡2

2𝜎′2
+⋯)   

                                                                        − (
𝜎′2

𝑝
− 𝜎′𝑡 +

1

2
)(−

𝑝𝑡

𝜎′
−
𝑝2𝑡2

2𝜎′2
−⋯) 

     ~ − ln√2𝜋𝑛𝑝𝑞 −
1

2
𝑡2 

     = −ln𝜎′√2𝜋 −
1

2
𝑡2 

よって，  

𝑃(𝑥) = exp(−ln𝜎′√2𝜋 −
1

2
𝑡2) =

1

𝜎′√2𝜋
exp(−

(𝑥 − 𝑛𝑝)2

2𝜎′2
) 

 =
1

𝜎′√2𝜋
exp(−

(𝑥 −𝑚)2

2𝜎′2
)                  

となり，ガウス分布を導くことができる。ここで， np = m は二項分布の

平均値，つまりは期待値 E(x)を意味する。二項分布の期待値𝐸(𝑥)は次のよ

うに求められる。  

𝐸(𝑥) =∑𝑥𝑃(𝑥) =

𝑛

𝑥=0

∑ 𝐶𝑛 𝑥𝑥𝑝
𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥 

𝑛

𝑥=0

 

ここで，𝑞 = 1 − 𝑝として，  

(𝑝 + 𝑞)𝑛 =∑ 𝐶𝑛 𝑥𝑝
𝑥𝑞𝑛−𝑥

𝑛

𝑥=0

 

を利用 83して，両辺を p で微分して，さらに両辺に p を乗じると，  

𝑛𝑝(𝑝 + 𝑞)𝑛−1 =∑ 𝐶𝑛 𝑥𝑥𝑝
𝑥𝑞𝑛−𝑥

𝑛

𝑥=0

= 𝐸(𝑥) 

∴  𝑚 = 𝐸(𝑥) = 𝑛𝑝     (∵ 𝑝 + 𝑞 = 1) 

 

Appendix 2.H. ピアソンの積率相関係数 

n 個の測定データの組(x1,y1),(x2,y2),…, (xn,yn)があるとき，相関係数 r を次の

ように定義する。 

 

 

 

 

82  二項分布の標準偏差： 

二項分布の分散 V(x) = σ’2を求めよう。V(x) 

= E(x2)－{E(x)}2 であるから，E(x2)をまず

は求める。 

𝐸(𝑥2) = ∑𝑥2𝑃(𝑥)

𝑛

𝑥=0

 

= ∑{𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥}𝑃(𝑥)

𝑛

𝑥=0

 

= ∑{𝑥(𝑥 − 1)}𝑃(𝑥)

𝑛

𝑥=0

+∑𝑥𝑃(𝑥)

𝑛

𝑥=0

 

= ∑𝑥(𝑥 − 1)
𝑛!

𝑥! (𝑛 − 𝑥)!

𝑛

𝑥=0

𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 

+𝐸(𝑥)               

= 𝑛(𝑛 − 1)𝑝2 × 

∑
(𝑛 − 2)!

(𝑥 − 2)! ((𝑛 − 2) − (𝑥 − 2))!

𝑛

𝑥=0

𝑝𝑥−2𝑞(𝑛−2)−(𝑥−2) 

+𝐸(𝑥)         

= 𝑛(𝑛 − 1)𝑝2 + 𝐸(𝑥) 

となる。この最後の式変形には，  

(𝑝 + 𝑞)𝑛−2

=∑
(𝑛 − 2)!

(𝑥 − 2)! ((𝑛 − 2) − (𝑥 − 2))!

𝑛

𝑥=0

𝑝𝑥−2𝑞(𝑛−2)−(𝑥−2) 

が成り立つ（いわゆる二項展開）中で， 

𝑝 + 𝑞 = 1 を適用した。 

よって，左にある本文中の説明により，

𝐸(𝑥) = 𝑛𝑝 なので， 

𝜎′
2
= 𝐸(𝑥2) − (𝐸(𝑥))

2
 

        = 𝑛(𝑛 − 1)𝑝2 + 𝑛𝑝 − 𝑛2𝑝2 

         = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 

          = 𝑛𝑝𝑞 

∴  𝜎′ = √𝑛𝑝𝑞 

 

 

 

  

83 いわゆる二項展開である。 
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r ~ +1 のとき，x と y には強い正の相関があるといい，r ~ －1 のとき，強

い負の相関があるという。r = 0 のときには，x と y には相関がないとい

う。ただし，図 2-18 のように 84，r が 1 に近い値だとしても，２つの測定

値の表す関係性が直線関係でない場合がある。また，r が 0 に近い値でも，

明確な関係性がある場合もあるので，測定値をプロットした散布図と相関

係数 r をかならずセットにして分布の特徴を考える必要がある。 

 

図 2-18 散布図と対応する相関係数の例 

 

Appendix 2.I. 回帰式の検定（F検定） 

 回帰のとらえ方によっては，導いた回帰式が妥当な最確値を与えない，

つまり統計的に意味がないことがある。統計的に意味があるかどうかを検

定するには F 分布 85を用いることが多い（F 検定とよぶ）。検定の手順は

以下の通りである。n 個の測定データの組(x1,y1),(x2,y2),…, (xn,yn)があると

き，xi, yiの平均値をそれぞれ𝑥̅, 𝑦̅とおく。帰無仮説を「回帰式は統計的に意

味がない」，対立仮説を「回帰式は統計的に意味がある」とする。 

① 回帰値を𝑦̂𝑖として，回帰の平方和𝑆𝑅と残差の平方和𝑆𝑒を求める 86。 

𝑆𝑅 ≡∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)2

𝑖

 

𝑆𝑒 ≡∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)2

𝑖

− 𝑆𝑅 

そして，回帰の分散𝑉𝑅と残差の分散𝑉𝑒を次のように求める。 

𝑉𝑅 ≡
𝑆𝑅
1
= 𝑆𝑅 

𝑉𝑒 ≡
𝑆𝑒

𝑛 − 2
 

② 1 より大きくなるように検定統計量𝐹を次のように求める（𝑉𝑅 > 𝑉𝑒）。 

𝐹 ≡
𝑉𝑅
𝑉𝑒
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

84 図 2-18 の出典 

市原清志，バイオサイエンスの統計学，南江堂，1990, p.232. 

 

 

 

 

 

 

 

85 F 分布: 

Fisher
フィッシャー

-Snedecor
セ ネ デ カ ー

分布ともいう。U と V が

それぞれ自由度 m,n の χ2 分布に従い，互

いに独立であるとする。このとき，確率変

数をおのおのの自由度で割った量の比（F

値とよぶ）F = (U/m)/(V/n) は自由度 m,n

の F 分布に従い，F～F(m,n) と表す。F

分布をあらわす確率密度関数は，𝑧 ≥ 0と

して 

1

𝐵(
𝑚
2
,
𝑛
2
)
(

𝑚𝑧

𝑚𝑧 + 𝑛
)
𝑚/2

(1 −
𝑚𝑧

𝑚𝑧 + 𝑛
)
𝑛/2

𝑧−1 

である。B はベータ関数を表す。詳しくは

統計のテキストを参照。 

 

86 回帰式により，測定データ yi は回帰値

𝑦̂𝑖  と残差𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖に分解される。 

𝑦𝑖 =  𝑦̂𝑖 + (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖) 

𝑦𝑖の総平方和も， 

∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)2

𝑖

=∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)2

𝑖

+∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2

𝑖

 

= 𝑆𝑅 + 𝑆𝑒 

と分解できる。このとき自由度𝑛 − 1も， 

𝑛 − 1 = 1 + 𝑛 − 2 

と分解されることになる。平方和を自由

度で割った値が分散である。 
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②  F 分布F(1, 𝑛 − 2)において，検定統計量𝐹以上の値が発生する確率 p

（p 値とよぶ）を求める（図 2-19）87。p 値が小さければ小さいほど，

「回帰式は統計的に意味がない」という帰無仮説が棄却される（有意

水準は 0.05 とされることが多い），つまり，回帰式は統計的に意味が

あるといえる。 

 

 

 

 

 

図 2-19 F 分布と p 値 

 

Appendix 2.J. 統計アプリとプログラム 

ここでは，Excel（Visual Basic for Application），R, Python 3, C++, 

MatLab について紹介する 88。Excel と Visual Basic for Application(VBA)

は Microsoft 社の市販の表計算ソフトとその使用言語である。R は，デー

タ解析向けの言語（ダウンロード無料）である。Python 3（Python 2 は

互換性のない旧バージョンなので推奨しない）シンプルさを追求した言語

（ダウンロード無料）である。C++は，もっとも基本となるプログラミン

グ言語の一つ（ダウンロード無料）であり，PC の CPU に直接はたらきか

けるため，計算速度は他の言語に比べて高いことが特徴である。MatLab

は，Python 3 と同等であるが，有料（学内ライセンスでダウンロード無

料）でサポート体制（MathWorks のホームページ）が充実している。 

Excel（Visual Basic for Application） 

Excel は表計算に適したアプリであるため，統計処理は，自分でプログラ

ムを書かなくてもアイコンで指示するだけで実行できる 89。 

①Excel を立ち上げる。 

②A 列と B 列に数値を書き込む。 

③数値をドラッグで範囲指定して，リボンにある[グラフ]→[散布図]を選

択する。 

④（線形近似）表示された散布図のデータプロット（点）で右クリック→

[近似曲線]→[線形近似]→[グラフに数式を表示する]に✔する。 

⑤（ピアソンの積率相関係数※）リボンの[データ]→[データ分析]→[相関]

をクリックして[OK]→[入力範囲]の  をクリックして，数値をドラッグ

で範囲指定して[OK]→別シートの B3 の値を読む。 

※「CORREL」という関数を用いてもよい。 

＜注意事項＞Excel は汎用的でビジネス用途に特化しており，自然科学系

の学術用途のために開発されたものではないので，論文やレポート等でグ

ラフを提示する際には工夫が必要である。 

 

 

 

 

 

 

 

87 p 値の計算ではプログラムを利用する。

Excel では「データ」→「データ分析」→

「回帰分析」，F.TEST 関数，R では

var.test()という命令，Python3 では 

F分布の累積確率関数 stats.f.cdf を

用いて計算できる。 

88 各自でいずれかを使用できる環境を整

えよう。参照サイトは以下の通り（最終閲

覧日 2021/03/20）。 

 

 

           Excel 

https://tonari-it.com/vba-start-

10minutes/ 

 

 

           R 

https://sites.google.com/site 

/webtextofr/howtoinstall 

 

 

            Python 3 

※MacOS の PC は購入時に Phython がインストール

されているので，あらたにダウンロードする必要はな

い（Python3 であることだけを確認しておくこと） 

https://www.python.jp/install 

/windows/install_py3.html 

Google Colaboratory (Colab)は，ブラウザ

を介してクラウド上で Python3 をすぐに

使えるので便利。 

https://www.python.jp/ 

train/experience/index.html 

 

 

           C++ 

※MacOS の PC は，何もしなくてもコマンドプロン

プトで C 言語が使える環境になっているので，あら

たに何かをダウンロードする必要はない。 

https://www.sw.it.aoyama.ac.jp/ 

2011/CP1/cygwin/ 

（特に，gcc-core のインストールを忘れな

いように）。グラフ描画には gnuplot がシ

ンプルで使いやすい。 

http://www.compe.media.kyoto-

u.ac.jp/syoseki/windows/windows-

gnuplot.html 

 

 

             MatLab 

※学内 ECCS クラウドアカウントが必要。各自の PC

に無料でダウンロードできる。 

https://www.u-tokyo.ac.jp/ 

adm/dics/ja/matlabcwl.html 

89 ①から⑤まで，Excel 上でどのように

プログラミングされ，実行されている↓
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☑ 横軸の文字や数字は横向きとすること。 

☑ グラフ範囲を四角枠で明記する。軸の目盛り線は削除する。 

☑ 縦軸と横軸の名前を明示する。 

☑ 目立つ配色にすること（パステル調は避ける）90。 

☑ グラフの縦横比は数値の表示範囲で調整する。 

☑ グラフのタイトルは不要。グラフの説明文（Figure 1. ○○の依存性..） 

はグラフの下側に書く。 

 

R 

まずデータファイルをテキストファイル（.txt）として作成し，次に，そ

のファイルを R で読ませる手順となる。 

①テキストファイルを新規作成し，データを書き込む。改行と tab キー 

によって表形式としておく。 

 

 

 

 

 

 

②R のフォルダと同じ階層のフォルダに，①のファイルを保存しておく。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

③R を立ち上げる。 

④下記の通りに書き込んで，データを読み込めるかを確認する。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

> data=read.table("testdata.txt") 

> data 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

⑤（ピアソンの積率相関係数）下記の通りに書き込む（空白も正確に）91 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

> x <- data$V1 

> y <- data$V2 

> cor(x,y) 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

⑥（線形近似）下記の通りに書き込む（空白も正確に）。出力の Estimate

項にある，“Intercept”が回帰直線の y 切片，”x“が傾きに相当する 92。 

 

↑ 

かを VBA でチェックできる。     

(1) 数値だけ書き込んだファイルを保存

しておく。             

(2) そのファイルを Excel で開く。 

(3) リボンにある[開発]→[マクロの記

録] 

(4) “マクロの記録”ダイヤログボックス

中で[マクロ名]の文字を削除して，適当

な名前を記入→[OK]    

(5) ①～⑤の操作を実行し，その後，リボ

ンの[開発]→[記録終了]       

（操作を間違えてしまった場合， 

[開発]タブの[記録終了]ボタンをクリッ

クして，記録をいったん終了して，もう一

度はじめからマクロを記録します）。  

(6) リボンの[ファイル]→[エクスポー

ト]→[ファイルの種類の変更]→[マクロ

有効ブック]→[名前を付けて保存]でフ

ァイル名を書き込む→[保存]→Excel を

終了する。             

(7) Excel を立ち上げて，リボンの[開発]

→[Visual Basic] 

(8) “Visual Basic Editor”ウィンドウの

左のウィンドウにて[標準モジュール]→

上記(4)のマクロ名をクリックすると，右

のウィンドウにて①～⑤のプログラムコ

ードが表示される 

 

90 色覚の弱い人にも映える配色にすると

尚良い。 

https://tsutawarudesign.com/ 

universal1.html 

（最終閲覧日 2024 年 9 月 16 日） 

 

 

 

 

 

 

91 最初の行に，各列の名前が割り振られ

る。data の V1 列を x に，V2 列を y に

代入（ベクトル）。Corは相関係数の関数。 

 

 

 

 

92 mに回帰直線の関数 lm (y ~ x)を 

代入する。原点を通る場合には， 

 lm (y ~ x-1) とする。 
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＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

> m <- lm (y ~ x) 

> summary(m) 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

⑦さらに，下記の通りに書き込むと（空白も正確に），データプロットと回

帰直線がグラフとして表示される。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

> plot(x, y, xlim = c(0, max(x)), ylim = c(0, max(y))) 

> abline(m) 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

Python 3 

近年最もよく使われているプログラミング言語である。関数だけでなく

パッケージが多く開発されており，web サイト Github93 などで無料で配

布されていることが大きな特色である。 

① テキストファイルを新規作成し，データを書き込む。改行と tab キー

によって表形式としておく。特に，最初の行に，”x”, “y”と各列に名前

を付けておく。ファイルの保存場所はデスクトップでよい。 

② デスクトップにある当該ファイルのアイコンを右クリックして[プロ

パティ ]をクリックして，ファイルの所在（C:/Users/○○○○○○/ 

Desktop/○○○○）をコピーしておく。 

③ 下記の通りにエディタ 94 上に書き込んで（空白や改行も正確に），実

行する 95。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

import numpy as np 

import pandas as pd 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

f = pd.read_table("C:/Users/○○○○○○/Desktop/○○○○○○.txt") 

 

x = f["x"] 

y = f["y"] 

 

a, b = np.polyfit(x, y, 1) 

c = np.corrcoef(x, y) 

y2 = np.multiply(x, a) + b 

print(a, b, c) 

 

fig=plt.figure() 

ax=fig.add_subplot(111) 

ax.scatter(x, y, alpha=0.5, color=“Blue”, linewidths=“1”) 

ax.plot(x, y2, color=“Black”) 

plt.show() 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

④実行されたウィンドウで，回帰直線の傾き，ｙ切片，相関係数がそれぞ

れ表記される。グラフも表示される。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

93 サイト URLは， 

https://github.co.jp/ 

Python 3 に限らず様々なプログラミング

のパッケージが配布されている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

94 Python 3 のエディタはいろいろ開発さ

れている。PyCharmやJupyter Notebook

（いずれもダウンロード無料）がよく用

いられている。 
 

95 np.polyfit(x, y, 1)で多項式回帰

の 1 次（つまり回帰直線）の傾き a とｙ

切片 bを計算させる。直線は y2=ax+b 

とする。cには相関関数の関数 corrcoef

の結果を代入。ax.scatterと ax.plot

で散布図（青●）と黒直線のグラフ表示を

同時におこなう。 
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C++ 

数値シミュレーション等の計算量の大きなモデルの理解に関心があれば，

計算パフォーマンスが最もよいのが C++なので，今のうちに C++を習熟

しておくとよい。 

① テキストファイル（.txt）を新規作成し，データを書き込む。スペース

と改行によって表形式としておく。ファイルの保存場所は，（例えば

C:/Cygwin64/ など）C++でわかりやすいフォルダでよい。 

② 下記の通りにエディタ 96 上に書き込んで（空白や改行も正確に），同

じく C:/Cygwin64/ に保存する。いったん，保存ファイルの拡張子 97

を.pcc などにして保存し，保存が終わったら，ファイルを右クリック

してファイル名変更で，「(ファイル名).c」と拡張子を変更しておく。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

#include <stdio.h> 

#include <stdlib.h> 

#include <math.h> 

#define NMAX 1000 

int main() 

{ 

 FILE *fp ; 

 int n=0 ; 

 float x, y, x_vs_y[NMAX][2] ; 

 double mx=0, my=0; 

 double xx=0,yy=0,xy=0; 

 double sum_xy=0, sum_x=0, sum_y=0, sum_x2=0; 

 double a=0,b=0; 

  

//データ読み込み 

  fp=fopen("〇〇〇〇.txt","r"); 

  for (;;) { 

    if (fscanf(fp,"%f%f",&x,&y)==2 && n<NMAX) { 

      x_vs_y[n][0]=x ; 

      x_vs_y[n][1]=y ; 

      n=n+1 ; 

    } else break ; 

  } 

  fclose(fp) ; 

   

//積率相関係数の計算 

    for ( int i=0; i<n; i++ ) { 

     mx += x_vs_y[i][0]/n; 

     my += x_vs_y[i][1]/n; 

 }  

  

    for (int i=0;i<n;i++ ) xx += pow(x_vs_y[i][0]-mx,2); 

    xx = sqrt(xx); 

 

 

96 このプログラムは 

https://hatenaclang. 

blogspot.com/2011/05 

/blog-post_3720.html 

および 

http://hooktail.sub.jp/ 

computPhys/least-square/ 

を引用し，データファイル読み込みに変

更を加えた。なお，C 言語のエディタもい

ろいろ開発されている。TeraPad やサク

ラエディタ，EmEditor（いずれもダウン

ロード無料）などがよく用いられている

（これらは R や Python 3 のファイルも

開いて編集だけなら可能）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

97 Windowsのエクスプローラー上でファ

イル名表記に拡張子も表示させるには 

https://www.pc-koubou.jp/ 

magazine/36291 

を参照しよう。 
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    for (int i=0;i<n;i++ ) yy += pow(x_vs_y[i][1]-my,2); 

    yy = sqrt(yy); 

 

    for (int i=0; i<n; i++ ){ 

     xy += (x_vs_y[i][0]-mx)*(x_vs_y[i][1]-my); 

} 

 

//直線回帰の計算   

 for (int i=0; i<n; i++) { 

     sum_xy += x_vs_y[i][0] * x_vs_y[i][1]; 

     sum_x += x_vs_y[i][0]; 

     sum_y += x_vs_y[i][1]; 

     sum_x2 += pow(x_vs_y[i][0], 2); 

 } 

   

a=(n*sum_xy-sum_x*sum_y)/(n*sum_x2-pow(sum_x, 2)); 

b=(sum_x2*sum_y-sum_xy*sum_x)/(n*sum_x2-pow(sum_x, 2)); 

printf("r= %f,slope %f ,y-intercept %f",xy/(xx*yy),a,b); 

   

} 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

③ Cygwin を立ち上げる。「$」とあるところで，「gcc  (ファイル名).c」

と入力して enter（この操作をコンパイルとよぶ）。C:/Cygwin64/ の

フォルダを見て，a.exe という実行ファイルがでてくるのを待つ。 

④ Cygwin 上でも$マークがでてきたら，「./a.exe」と入力（最初のピ

リオドに特に注意）して実行する。積率相関係数および直線回帰の傾

きと y 切片の値が出力される。 

 

MatLab 

MathWorks 社から提供されている有料のプログラミングプラットフォー

ムであるが，学内ライセンスにより無料でダウンロード，アクティベーシ

ョン可能となっている。行列計算が得意で，面倒な環境設定が不要であり，

サポート体制 98が充実していて使い勝手はよい。 

① テキストファイル（.txt）を新規作成し，データをパラメータごとに書

き込む。ファイルの保存場所は，MATLAB フォルダ内とする。 

②下記の通りに書き込んで 99，データを読み込めたかを確認する。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

>> clear 

>> close all 

>> load testdata_x.txt 

>> load testdata_y.txt 

>> x = testdata_x 

>> y = testdata_y 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

③（ピアソンの積率相関係数）下記の通りに書き込む 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

>> r = corr(x, y) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

98 MathWorks のヘルプセンター 

https://jp.mathworks.com/ 

help/index.html 

を参照しよう。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

99 clearと close allは初期条件の整

備のため。 
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＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

④（線形近似）下記の通りに書き込む 100。データプロットと回帰直線がグ

ラフとしてかさねて表示される。その後，「ファイル」→「名前を付けて保

存」。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

>> p = polyfit(x, y, 1) 

>> x1 = linespace(1, 10); 

>> y1 = polyval(p, x1); 

>> figure  

>> plot(x, y, ‘o’)  

>> xlabel(‘x’)  

>> ylabel(‘y’)  

>> hold on  

>> plot(x1, y1)  

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

 

Appendix 2.K. 酸性液性での酢酸エチルの加水分解の反応機構 

 

 

 

酸（ヒドロニウムイオン）の作用により 101，エステルの炭素原子が水分子

の付加を受けてジェミナルジオールとなる。さらなる酸の作用で，アルコ

ールとカルボン酸が生成する。逆反応は，酸触媒による脱水縮合反応であ

る。 

 

 

Appendix 2.L. 機械学習のプログラムの実践例（Python3） 

サポートベクターマシンによる手書き数字のパターン識別 

手書きの数字を読み込ませて学習させ，別の手書きの数字が何であるか

を予測識別させるプログラムをここでは説明する 102。無料で利用できる

機械学習ライブラリ scikit-learn（sklearn とよばれる）を活用する。scikit-

learn には，手書き数字の画像データが約 1800 個保存されている

（datasets の digits というパッケージ）ので，そのうち最初の 100 個を

学習させて，残りの手書き数字の画像データでテストして予測結果を得る

ことにしよう。まず，学習用の手書き数字の画像データ 50 個と対応する

答えを表示させる。 

100 polyfit(x, y, 1)で多項式回帰の

1 次（つまり回帰直線）の傾き aとｙ切片

b を計算させる。直線は y1=ax1+b とし

て 
表示する（x1は xの範囲である 1～10の

実数として定義）。plotで散布図（〇）と

赤直線のグラフ表示を同時におこなう

（hold on）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

101 C=O 結合の O 原子が電子を引き付け

ているため（電気陰性度が大きいため），

ヒドロニウムイオンと新たに共有結合す

る。化学結合が形成されたり切断された

りする際，通常は，電子対が関与してい

る。電子対の移動を巻き矢印「⤴」で表す。 

＜巻き矢印の例＞ 

結合形成の場合は，原子の間に矢先を書

くこと。電荷の過不足の変化に注意する。 

A－:   B＋ → A－B 

A :   B＋ → A＋－B 

A－:   B → A－B－ 

結合切断の場合は，電子対が移動する先

の原子まで矢先をのばすこと。 

 

A－B → A－: + B＋ 

 

 

 

 

 

102 出典は次の通り。 

森，『Python 1 年生』，翔泳社，2017, p.184. 

https://aiacademy.jp/texts/show/?id=89 

（最終閲覧日 2022 年 8 月 24 日）。 
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＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝103 

from sklearn.datasets import load_digits 

from sklearn import svm 

from sklearn import metrics 

import matplotlib.pyplot as plt 

import numpy as np 

digits = load_digits() 

print(dir(digits)) 

print(digits.data)  

print(digits.data.shape) 

print(digits.target.shape) 

print(digits.data[0].shape) 

img = np.reshape(digits.data[0],(8,8)) 

plt.imshow(img) 

plt.show() 

print("この数字の答えは", digits.target[0], "です。") 

print("学習用手書き数字データと答えは以下の通りです。") 

for i in range(50):  

 plt.subplot(5,10,i+1) 

 plt.axis(‘off’) 

 plt.title(digits.target[i])  

 plt.imshow(digits.images[i],cmap=”Greys”) 

plt.show() 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

次に，100 個の手書き数字をサポートベクターマシンに学習させ，別の無

作為に選んだ手書き数字 10 個に対して，その数字の答えを予測させる結

果を得よう。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝104 

from sklearn.datasets import load_digits 

from sklearn import svm 

from sklearn import metrics 

import matplotlib.pyplot as plt 

import numpy as np 

import random 

digits = load_digits() 

# 学習用データを除く 10個の手書き数字をランダムに選ぶ 

num=len(digits.data) 

r = random.randint(100, num) 

for i in range(10): 

 plt.subplot(2, 5, i+1) 

 plt.axis(‘off’) 

 plt.imshow(digits.images[r+i], cmap="Greys")   

 

103 プログラムの各行の意味は次の通り。

sklearn のサンプルデータのうち 

load_digits（手書き数字のパッケー

ジ）を導入する。 

sklearnから svm（サポートベクターマ

シン）と metrics（予測基準）を導入す

る。 

グ ラ フ 表 示 の 機 能 の パ ッ ケ ー ジ

matplotlib.pyplotを導入（plt） 

数値計算を効率的に行うパッケージ

numpyを導入（npと略称） 

digit というリストに導入した手書き数

字のデータを入れる。 

digit というリストに含まれるフォルダ

（ディレクトリ）を表示する。 

digitのdataディレクトリを表示する。 

digit の data ディレクトリにある画像

データ数を表示する。 

digit の target ディレクトリにあるデ

ータ（正解情報）の数を表示する。 

digit の data ディレクトリにある最初

の画像データの数を表示する。    

digit の data ディレクトリにある最初

の画像データを 8x8 pixel で再度画像

データにして描画する。 

手書き数字の正解情報を示す。 

50個のデータを提示する宣言。 

50回繰り返す。 

描画するスペースを縦に 5，横に 10個と

して，i+1番ごとに表示する 

座標軸は表示しない。 

各描画スペースには正解情報のタイトル

を示す。 

グレースケールで，i番目の学習用手書き

数字を描画する。 

 

104 プログラムの各行の意味は次の通り。 

sklearn のサンプルデータのうち 

load_digits（手書き数字のパッケー

ジ）を導入する。 

sklearnから svm（サポートベクターマ

シン）と metrics（予測基準）を導入す

る。 

グ ラ フ 表 示 の 機 能 の パ ッ ケ ー ジ

matplotlib.pyplotを導入（plt） 

数値計算を効率的に行うパッケージ

numpyを導入（npと略称） 

乱数パッケージ randomを導入    

digit というリストに導入した手書き数

字のデータを入れる。 

digits のなかの data の長さを num と

する。 

100 ~ numの整数の乱数を rとする。↓ 
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plt.show() 

print("これらを予測します") 

s = r - 100 

# データの分割 

train_data=digits.data[:100] 

train_target=digits.target[:100] 

test_data=digits.data[100:] 

test_target = digits.target[100:] 

# サポートベクターマシンの定義と学習 

classifier = svm.SVC(gamma=0.001) 

classifier.fit(train_data,train_target) 

predicted = classifier.predict(test_data) 

images_and_predictions = [直下の行を連結] 

list(zip(digits.images[100:], predicted)) 

# 予測結果の表示 

for i, (image, prediction) in [直下の行を連結] 

enumerate(images_and_predictions[s: s+10]): 

 plt.subplot(2, 5, i + 1) 

 plt.axis('off') 

 plt.imshow(image, cmap="Greys") 

 plt.title('Answer: %i' % prediction) 

plt.show() 

# 正解の表示 

print("答えは次の通りです") 

for i in range(10): 

 plt.subplot(2, 5, i+1) 

 plt.axis(‘off’) 

 plt.imshow(digits.images[r+i], cmap="Greys")   

 plt.title(digits.target[r+i]) 

plt.show() 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

最後に，このプログラムで「100」を「50」や「1000」に変更し，50 個や

1000 個の手書き数字をサポートベクターマシンに学習させ，別の手書き

数字の答えを予測させる結果を得て，予測結果と正解を比較してみよう。 

 

色付け画素による色の自己組織化マップ 

教師無し学習は階層クラスタリングと非階層クラスタリングに大別で

き，自己組織化マップは非階層クラスタリングの一つである。ここれは，

色付けされた画素による色の自己組織化マップのプログラムをここでは

説明する 105。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝106 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

↑ 

r ～ r+9番目の 10個の手書き数字をグ

レースケールで表示する 

予測の宣言 

r – 100を sとする 

train_dataのリストは 100番目までの

手書き数字データを入れる。 

train_target のリストは 100 番目ま

での手書き数字の正解を入れる。 

test_data のリストは 100 番目以降の

手書き数字データを入れる。 

test_target のリストは 100 番目以降

の手書き数字の正解を入れる。 

サポートベクターマシンはγ値 0.001 で

分類器を生成する 

train_data と train_target をつか

って，分類器の境界線を固定する 

train_data をつかって予測結果を求

め，predictedに入れる。     

100 番目以降の手書き画像データと

predicted の値をセットにしたリスト

を images_and_predictionsとする。 

images_and_predictions の中の s 

～ s+10番目について，iで 10回反復す

る。 

描画するスペースを縦に 2，横に 10個と

して，i+1番ごとに表示する 

座標軸は表示しない。 

各描画スペースには正解情報のタイトル

を示す。 

グレースケールで，i番目の学習用手書き

数字を描画する。 

タイトルには，予測結果の数字を表示。 

正解の描画を宣言する。 

描画するスペースを縦に 2，横に 10個と

して，i+1番ごとに表示する 

座標軸は表示しない。 

各描画スペースには正解情報のタイトル

を示す。 

グレースケールで，r+i 番目の学習用手

書き数字を描画する。 

タイトルには，r+i 番目の手書き数字の

正解を表示。 

 

 

105 出典は次の通り。 

https://shizenkarasuzon.hatenablog. 

com/entry/2019/02/03/174551 

（最終閲覧日 2024 年 9 月 20 日）。 

 

106 プログラムの各行の意味は次の通り。 

数学パッケージ numpyを導入（np） 

グ ラ フ 表 示 の 機 能 の パ ッ ケ ー ジ

matplotlib.pyplotを導入（plt）↓ 
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x = 30 

y = 30 

learntime = 30000 

alpha = 0.08 

weight = np.random.random([x,y,3]) 

print("Initial") 

im = plt.imshow(weight,interpolation='none')     

plt.show() 

 

def som(ColorVec): 

min_index = np.argmin(((weight-  [直下の行を連結] 

ColorVec)**2).sum(axis=2)) 

    mini = int(min_index / y) 

    minj = int(min_index % y) 

    for i in range(-2,3): 

        for j in range(-2,3): 

             try: 

                 weight[mini+i,minj+j] += [直下の行を連結] 

alpha * (ColorVec - weight[mini+i,minj+j]) 

            except: 

                pass 

 

for time in range(learntime): 

    ColorVec = np.random.rand(3) 

    som(ColorVec) 

 

print("Self-Organizing Map") 

im = plt.imshow(weight,interpolation='none')     

plt.show() 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

↑ 

横 x個と縦 y個のニューロンを準備する。 

入力データの個数を learntimeとする。 

入力データ（色）を混ぜる割合を alpha

とする。 

weight をニューロンの最初のランダム

な状態（色）とする。 

Initialと表示して，ニューロン集団を

2次元に描く。 

som(ColorVec)という関数をつくる。 

ColorVec として入力された色データに

最 も 近 い 距 離 の ニ ュ ー ロ ン を

min_indexとする（勝者ニューロン）。 

miniは min_indexを yの商とする（整

数） 

minjは min_indexを yで割った余りと

する（整数） 

mini,minj の座標とその周囲の座標に

あるニューロンの値を、入力データの値

との差に alpha を乗じた数値に更新す

る。 

learntime の回数分だけ，ColorVecを

３つの乱数で表し（RGB それぞれ）、som

関数で繰り返し処理する。 

Self-Organizing Mapと表示して，最

終的に更新されたニューロン集団を 2 次

元に描く。 
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演習問題 ―――――――――――――――――――――――――― 

光速 c = 3.00×108 m s－1，プランク定数 h = 6.63×10－34 kg m2 s－1，アボガド

ロ数 NA = 6.02×1023，ボルツマン定数 kB = 1.38×10－23 m2 kg s－2 K－1，気体

定数 R = 8.31 m2 kg s－2 K－1 mol－1 を用いよ。 

 

[2-1] 

閉じた空間内である気体分子（質量 m）の速さが𝑢と𝑢 + d𝑢の間にある時

の確率は次の通りである。ここで，Tは温度，kB はボルツマン定数である。 

この分子の運動エネルギー𝜀が𝜀 =
1

2
𝑚𝑢2であるとして，分子の運動エネル 

ギーが𝜀と𝜀 + d𝜀の間にある時の確率を導き，この分子の運動エネルギーの

期待値を求めよ。 

 𝐹(𝑢)d𝑢 = 4π(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)
3/2

𝑢2exp(
−𝑚𝑢2

2𝑘𝐵𝑇
)d𝑢     

 

[2-2] 

一酸化二窒素は，気相において，N2O(g) → N2(g) + 1/2 O2(g) に従って分

解する。一酸化二窒素の初期濃度[N2O]0に対する半減期のデータ（下の表）

を用いて，この分解反応の反応次数（−
d[N2O]

𝑑𝑡
= 𝑘[N2O]

𝑛（n は負でない整

数）としてよい）を決定し，さらに，反応速度定数 k を求めよ。 

 

 

 

 

[2-3] 

298 K において，酸存在下で，アセトンは水中で臭素と反応し，次の化学

反応式に従ってブロモアセトンを生じる。アセトンと臭素と酸のそれぞれ

の初期濃度[Acetone]0, [Br2]0, [H3O+]0に対する臭素の半減期のデータ（下

の表）を用いて，この反応の反応次数（反応速度vを 

v = 𝑘[Acetone]𝑝[Br2]
𝑞[H3O

+]𝑟 （p, q, r は負でない整数） 

としてよい）を決定し，さらに，反応速度定数 k を求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[2-1]の略解： 

3

2
𝑘𝐵𝑇 

 

 

 

 

 

 

 

[2-2]の略解： 

2 次反応 

𝑘 = 0.51  L mol−1 s−1 

 

 

 

 

 

 

 

 

[2-3]の略解： 

v = 𝑘[Acetone][Br2][H3O
+]（3 次反応） 

𝑘 = 99 L2 mol−2 s−1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


