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�� はじめに

数学と弾性論の結びつきは古い。�����や ����	
は今日の弾性論を含めた連続体理論の骨格を
築き上げ、またベクトルの一般化であるテンソルという言葉は、弾性論で応力を意味するフランス
語の ���
���に由来する。そして、�������は有限要素法の基礎理論を発展させ、それは今日、弾
性構造解析の標準的な手法になっている。弾性論は幾何学と力学を融合させたような分野であり、
そのため数学の中でも幾何学的手法の発展と密接に関わってきた。
一方、ソリトン理論は１９６０年代に端を発し、解ける非線形方程式を統一的に扱う枠組みが

主に日本人数学者の貢献により完成した。そして、ソリトン理論はまた、幾何学と密接に関わって
おり、その意味で、ソリトン理論と弾性論は自然に結びつく。さらに、ソリトン理論では可積分性
を保ったままの離散化が可能であり、これはまた離散幾何、そして離散弾性モデルと自然に結び
つく。
本研究ではこの事実に着目し、弾性棒の基礎式に対してソリトン理論を適用し、従来の摂動論

などの方法では理論的には扱えなかった弾性体の大変形解析を試みた。特にループや螺旋など特別
な場合はソリトン理論の厳密解を利用した大変形解析が可能である。この研究は連続理論と離散理
論をすべて並行して行っている。特に離散化されたソリトン理論と弾性体の離散モデルを構築する
ことにより、新しい �次元弾性体の離散基礎式を得ることが出来た。これは数値計算に適した形に
なっており、容易に �次元空間を運動する弾性体を扱える。そしてこの離散モデルは弾性体の新し
い数値計算のスキームとして実用上有用であることを示し、いくつかの産業への応用例を紹介す
る。

�� 弾性棒と特殊コッセラー理論

弾性棒は古くはオイラーの時代より研究されてきたが、その大変形運動の際にも矛盾の無い理
論が出来たのは比較的新しく、��世紀初頭になってからである。それは幾何学的に断面における
曲線座標を導入し、新しい自由度を取り入れたもので、現在ではコッセラー理論として知られてい
る。これは弾性体の定式化の現在の標準的なモデルである。この理論では、�次元弾性体をその中
立軸の運動と断面の運動の連成で考え、断面の運動は、中立軸の各点に付随する一種の「内部自由
度」の運動、と捉えるところがポイントになる。このような新たな内部自由度を持つ理論を極性理
論と呼ぶ。しかしその一般式は極めて抽象化されており、そのままでは具体的な計算を遂行するこ
とが出来ない。通常はベルヌーイ＝オイラーの仮定をおき、断面のせん断力を構成方程式で定めな
い形式をとって簡略化する。これを特殊コッセラー理論と呼ぶ ������。まずこれを簡単に述べる。
弾性棒は伸びを考慮し、伸びていないときの弾性棒にそった長さのパラメータを � とする。位

置ベクトルは � � ���� ��と表され、接単位ベクトル �は
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によって定まり、	 と �は曲率成分であり、
 はねじりを表す曲率である。以上の準備のもとに、
特殊コッセラー理論の基礎方程式は
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で与えられる。ここで、�と�はある断面にかかる応力とモーメントであり、�は線密度、�は断
面積、
 は断面 �次モーメントである。ここで、断面は円形であると仮定しワーピングは起こらな
いとする。時間に関する微分は、弾性棒が伸びる場合全微分と偏微分を区別しなくてはならない。
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となる。そして、�と �は可換でないが、�と �は可換になることに注意する。
���と ���とにおいて、応力とモーメントは
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と表され、� と�� は次の構成方程式
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で決められるとする。ここで、�はヤング率、�はせん断係数、またワーピングはないので � � �

である。せん断力 ��と �� とは構成方程式では定めず、力の釣合より求める。以上が特殊コッセ
ラー理論の枠組での弾性棒の基礎方程式である。

�� ソリトン理論と弾性論 �連続版�

この節では、ソリトン理論と弾性論を融合する枠組を考える ���。まず、ソリトン理論による曲
線の運動の取り扱いについて述べる ������。曲線の運動を一般に
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とする。ただし、��� 及び � は紐の速度成分で ����� は以下で決定される。まず、���を時間
で微分し ����を用いると
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を得る。そして ���と ����より交換関係
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が得られる。����を �で微分し ��� ����及び ����を用いることにより �と � について
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となる。また ����を使うことにより ���と ����の両立条件を計算でき、それにより曲率に対する
以下の運動方程式
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が得られる。ここで重要なことは ����  ����は特別な場合にソリトン方程式になり、厳密な解析
が可能になる、という点である。それは ���� � を曲率のある関数に選べばよい ���!���。
最後に ����を時間で微分し
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となるが、これと ���の ���及び �の係数を比較することにより
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を得る。同様に ����を ���の左辺に代入し �����の係数を比較して

��

��

��
� ��

�

�
�

��
����

�
����
��

���� � �

�	
�
�

��
����� � ���
 ����

�
�
��

��
���� � �


��
�
�

��
�
�
��� � ��	
 ����

となる。ただし � � �� � �
 とおいた。また、ここでせん断力 ��� �� は構成方程式から決める
のではなく力のバランスより決められるので、慣性項を無視して
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を得る。ここで、� はねじれに関係した補助変数の役割を果たしていることが分かる。以上より
最終的に �変数 �� �� 	� 
� ���� �� � に対して ����! ����! ����! ����! ����! ����! ���� 及び ����の
�つの方程式を得た。これがソリトン理論と弾性論が融合した新しい基礎方程式である。

�� �次元弾性体の離散モデルについて

本節では特殊コッセラー理論に従う �次元物質の離散モデルを構築する。近年、計算機の発達に
伴って複雑な対象を正確に表す計算モデルの必要性が高まっている。そこで、連続の弾性体をバネ
とマスによって離散近似し、かつ連続極限で特殊コッセラー理論に帰着するようなものを考える。
それは以下のように与えられる ������。
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ここで、�はマスの質量、�� は空間における位置ベクトル、�� と�� はマス間バネにおける軸
力とせん断力を表す �図 ��。そして構成方程式は
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図 �� �次元弾性体の離散モデル
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である。ただし、��
� と��

�はそれぞれ右と左から作用する曲げモーメントである �図 ��。�� は
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図 �� 離散モデルにおける曲げモーメント

ねじりを表すベクトルで �図 ��、
� はねじれから来るせん断力を表す。これらの式において、�
は軸バネのバネ定数、� は曲げバネのバネ定数、�は軸バネの自然長である。��、"!� などは相
対オイラー角を表しており、
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で定義される。ここで、�� は ��#�$� � #�$ � ��で定義されるシフト演算子である。"%��$ �
�� � � � � ��は相対オイラー角" ��"&� 及び"!� を使って以下のように表される。
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式 ����は離散化されたフレネーセレ方程式を表している。実際、����を��で割り、極限�� � �
をとると、公式 ��'�� �
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を得る。従って連続極限でコッセラー理論と一致するためには� � �
 および � � �� と選べば
良いことが分かる。そして、� � ��とおき、����を �で割って
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最後にねじれに関しては、�� 軸周りの回転のみを考慮すれば良く、
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なので、極限で ����は連続の理論に一致することが示せる。

�� ソリトン理論と弾性論 �離散版�
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この節では離散ソリトン理論を用いた離散弾性体の解析について考えてゆく。いわば �節の離
散版を構築する ������。まず、離散曲線のダイナミクスを
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を得る。これらは特別な場合に離散化されたソリトン方程式に対応しており、たくさんの可積分方
程式が含まれている。そして物理的にも重要な場合として、ループの伝播や螺旋状の波動などは全
てソリトンの厳密解に対応していることが示せる。
次に ����と ����とを ����に代入することにより、�� に関する時間発展
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を得るが、����と ����の係数を比較して速度成分に対する発展方程式
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を得る。以上、����、����、����、����、����、����、����そして ����の �つの方程式に対して、変
数は ��、"!、"&、" 、��、��、�� 及び �� の �つである。これらが離散化された �次元弾
性体の新しい基礎方程式になる。

�� ソリトン方程式

以上で連続と離散の両方について基礎式が得られたが、そのうち曲率を記述する �つの非線形
方程式はそれぞれ特別な場合にソリトン方程式になり、厳密な解析が可能になる。その具体例をい
くつか列挙しよう。
まず、連続版について、����! ����! ����を考える。速度成分や曲率を

� �
�

�
��� � � �
� � � �� 	 � 
 � � ����

とおくと、運動は �次元平面内になり曲率を記述する方程式は

�� � �


 �
�

�
���
 ����

となる。これは変形 %&'方程式といわれるソリトン方程式である。次に
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が得られる。これは複素変形 %&'方程式といわれる。また、速度成分を
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とおくと、橋本変換により曲率に対する方程式は

 � �  

 �
�
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となる。これは非線形シュレディンガー方程式である。
離散版については一般に式が繁雑になるが、
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として新しい変数を導入し、
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とおくと、����、����、����より、
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を得る。これは離散版の変形 %&'方程式であり、厳密に解ける非線形差分方程式である。
それでは、これらのソリトン方程式の解は全て �つの基礎式を満たすのか、という問題を考え

てみよう。実はこれは否定的であり、ある制限されたクラスの解のみが弾性論の基礎式を満たすこ
とが分かる。それは、伝播解と見なすことの出来るクラスで、いわば �ソリトン解や �ソリトン解
の特殊な場合に相当する。その例として、����の �ソリトン解は

� � �)
��	�)��� )���� ����

であり、曲げ剛性が弱いとするとこの解は

)� �
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�
�� � *�* ����

という条件で弾性論の厳密解になっていることが示せる。ただし、
�
� � �� *であり、*は定数で

ある。これはループが紐を伝わる運動を表す。同様に離散版の時には ����のソリトン解は
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であり、これも
�+� ���
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�
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�
*�� � *� ����

の条件のときに弾性論としての厳密解になる。ただし、+ � �()�)��であり、�� � ��� � *� � �
とおいた。その他の例は複素変形%&'方程式の �ソリトン解で

 ��� �� � �� �()�%�
�
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のように与えられる。これは曲率で書けば
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となる。ただし、- � 
 �
�
���'� � ,'�であり、
 や �� は定数である。この解も、
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という条件のときに弾性論を満たすことが分かる。これは螺旋波が紐を伝わる運動を表している。

	� 数値計算スキームとその計算例

さて、�節で得られた離散版の基礎式は、連続極限でコッセラー理論に一致することが示されて
いるので弾性紐の良い数値計算モデルになっていることが分かる。空間は既に差分化されており、
しかもそれは物理的な意味のはっきりした差分化である。時間部分は陽解法でで容易に計算でき
ルンゲクッタ法や +,法など高精度スキームがそのまま利用できる。もう一度基礎式をまとめてお
こう。
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以下にこの �つの基礎式を用いた計算例をいくつか載せる。図 �は螺旋状の変形運動を表して
おり、これは前節の複素変形%&'方程式の解に対応している。厳密解なので適当な初期境界条件
を設定すればこのまま形を崩さずに伝播してゆく。また、図 �も前節で議論した変形%&'方程式
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図 �� 複素変形��
方程式の解の例

のループ解の伝播である。このように縦波の擾乱を加えてもループは安定であることが分かる。
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図 �� 変形��
方程式のループ解と擾乱波の衝突
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