
1

ニューラルネットワークによる物理状態の判定から表現まで
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東京大学大学院理学系研究科
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I. はじめに

神経細胞の数理モデル化の研究に端を発するニューラルネットワークは，深層化による

表現能力の向上・最適化手法の効率化・計算機の飛躍的性能改善などを経て，画像/音声認

識 [1, 2]や自動翻訳 [3]を含む様々な分野の進展を加速させた．さらに近年は，物性物理学に

おいても有用性が認知され始めている．この異分野融合的領域では，単なる方法論の輸出入

に終始せず，双方のアプローチから止揚した，新たな手法が開発されつつある 1．日々論文

が生まれ続ける中で，原点に立ち返り，研究者たちの興味の由来や期待を整理するのが本稿

の目的である．そのキーワードとなる言葉が，「分類」および「表現」である．

分類 (Classification)は，機械学習における中心タスクの一つである．例えば，SNSに

写真をアップロードした際に自動的に行われる，人物の囲み枠生成と名前のタグ付けについ

て考えてみよう．このような画像認識の技術では，各画素のRGB値を渡された「予測関数」

が，対応するラベル (人物・動物・物体 etc.の名前)を計算する．この「RGB 7→ラベル」の

関係を正しく記述するために，ニューラルネットワークが活用されることが多い [6]．以上の

例を始めとした「自動情報処理スキームによる，分類タスクの効率化」という問題設定は，

非常に広範な研究分野の根底に横たわっている．データの背後に存在する自然現象を異にす

るにも関わらず，機械学習的な分類手法が強力であることが数々の研究から判明し始めてお

り，物性物理学もその例外ではない．

始めに「顔認識」ならぬ「相認識」が可能であることを示した研究では，2次元イジング

模型の強磁性-常磁性転移の検出にニューラルネットワークが応用された [7]．スピンの値に

1 Mehtaら [4]や Carleoら [5]によるレビュー論文を参照されたい．また，⟨physics|machine learning⟩という

ウェブサイト (https://physicsml.github.io)では，関連分野の新規論文をリストアップしている．
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応じて白/黒を各サイトに割り当てれば，「白黒画像」が生成される．そこで，後に詳説する

教師あり学習 (Supervised Learning)のプロセスにより，相転移点よりも十分高い/低い

温度の熱平衡状態に対応する白黒画像を学習させれば，相転移温度近傍での判定も可能にな

るだろう，というアイディアである．実際に学習・未知データの判定が可能になるだけでは

なく，相転移温度も高い精度で予想できることが示されている 2．

上述のように画像認識的なアプローチ 3を用いて物理状態を分類する手法は，広範なモ

デルで有効であることが確認されている．先の古典イジング模型の研究に触発され研究され

た非自明な例として挙げられるのは，不純物や乱れの影響で誘起される，量子系の多体局在

相 [8–11]や，局所的な秩序変数により特徴付けられないトポロジカル相 [12–17]である．特

に，乱れの下でのトポロジカル相の分類は，従来よく知られたトポロジカル不変量の計算公

式が破綻するため，非常に興味深い問題である．例えば，Altland-Zirnbauerの分類の範囲

では，並進対称性のない自由フェルミオン系におけるトポロジカル不変量について，無限系

での定義 [18, 19]が与えられているほか，有限格子系における計算手法の有効性が示された

対称類が複数存在する [20–28]．これらはトポロジカル不変量の定義の拡張に基づくために，

トポロジカル結晶絶縁体や高次トポロジカル絶縁体などへの拡張は一筋縄ではない．そこで

考案されたのが，バルク-エッジ対応により保証される端状態や角状態の画像認識的な検出

手法である [12–14, 29]．本稿では，2次元のクラスDIIIに属するトポロジカル超伝導体を例

にとり，乱れのない極限の相図の情報のもと，乱れが有限な状況での相図を予測する手法を

紹介する．

また，入力データの生成元となる物理モデルについて，パラメータを自由に設定可能な

状況を陽に利用する研究もある．例えば，「仮想的に」設定された相転移点に基づくラベリン

グによる分類精度の変遷から，真の相転移点を求める手法 [30]や，微小なパラメタ領域に

おいて異常検知的に相転移点を探索する手法 [31]などが開発されている．モデルから生成さ

れるデータで学習した機械により，現実の実験データの分類に応用する事例なども増えてお

り，当該分野がますます多くの研究者を巻き込んで進展している現状が浮き彫りになってい

る [32–34]．

機械学習手法との融合により進展が著しい方向性として，物理状態の表現 (Represen-

2 2つのラベルの確信度が等しく 50%になった温度，すなわち機械がもっとも「混乱」する温度に関する有限

サイズスケーリングが行われている．
3 ここでは説明に一貫性を持たせるために「画像」としているが，もちろん系の次元性に関らずスキームが適

用できる．
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tation)も見逃すことはできないだろう．本稿で議論する「表現」とは，孤立系における基

底状態の波動関数や，開放系における定常状態の密度行列などに代表される，物理的な状態

の具体的な表式を指す．例えば，ハミルトニアンの基底状態の厳密解が求まる状況を「厳密

な表現が得られる」と記述したり，変分関数の最適化により基底状態を求めようとする試み

を「近似表現を計算する」などと表すことにする．また，状況に応じて，近似に際して導入

される変分関数を表現関数と呼称する．

量子系における数値計算では，近似表現の開発が活発に行われているが，これは計算量

やメモリの指数的増大を避けるためである．厳密対角化/量子モンテカルロ法の適用場面は，

システムサイズ/パラメタ領域の観点から制限を受けてしまうことから，より広範な状態を

低コストかつ高精度に表現する手段が，精力的に研究されている．例えばエネルギーギャッ

プの開いた１次元系では，エンタングルメントエントロピーが面積則を満たすために，行

列積状態 (Matrix Product State, MPS)が極めて優れた近似表現を与えることが知られてい

る [35–37]が，二次元系を始めとした，高次元空間における変分状態に関しては，未だ乗り

越えるべき困難が積層している．

複雑な量子エンタングルメントを持つ状態の表現能力の高さから近年注目を浴び始めた

のが，ニューラルネットワークに基づいた変分波動関数である．CarleoとTroyerは，波動

関数の変分状態として，特にボルツマン機械と呼ばれる表現関数を用いると，横磁場イジン

グ模型やハイゼンベルグ模型などの低次元の量子スピン系における基底状態を高精度に表現

できること 4，さらに時間発展の記述も可能であることを示した [38]．テンソルネットワー

ク型の変分関数を用いた手法と同等の精度が得られたことで，大きな期待が持たれている．

特に，純粋状態における最大エンタングル状態 [39]など，体積則を満たす状態の表現能力が

明らかになったことで，フェルミオン系 [40, 41]やボゾン系 [42, 43]への応用や，励起状態

の計算 [44]，虚時間発展の構築 [45, 46]なども研究が進んでいる．同時に 4つのグループか

ら，開放系の定常状態の近似表現に関する論文が発表される [47–50]など，盛り上がりが続

いている分野である．

古典系における近似表現も，統計学/機械学習分野における分布推定とオーバーラップが

あることから盛んに調べられており，特にモンテカルロ・シミュレーションの高速化に活用

されることが多い．例として，古典イジング模型 [51–53]，フェルミオン自由度がトレース・

アウトされた Falicov-Kimball模型 [54]，古典スピンアイス模型 [55, 56]などが挙げられる．

本稿では，古典系における熱平衡状態の厳密な表現もまた，モンテカルロ・シミュレーショ

4 波動関数の全成分が正となる問題設定を積極的に活用した結果だが，一般に複素パラメータを含む場合にも

適用が可能である．
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ンの文脈から有用であることを示す [57]．多体相互作用を含むイジング模型を「一般化イジ

ング模型」と呼ぶが，こちらに補助的なイジング自由度を追加することで，二体相互作用の

みを用いた表現が得られることを示す．この補助自由度を含めた表現は，ボルツマン機械に

他ならない．古典系の熱統計力学にインスパイアされて情報科学の分野で考案された表現関

数が，これまで知られていた以上の表現能力を持つことを再発見した，と言えるだろう．さ

らに，得られた表現がモンテカルロ・シミュレーションの高速化の観点でも有益であること

を議論する．具体的には，任意の一般化イジング模型に対し，ボルツマン機械による表現を

導入することで，クラスタ更新法と呼ばれる大域更新法が適用可能となり，相転移の臨界減

衰を緩和できることを示す．

本稿の残りの構成は以下の通りである．まず，§IIでは，順伝播型ニューラルネットワー

クによる分類スキームを扱う．一般的な教師あり学習の概念を導入したのちに，乱れのない

極限で構築されたニューラルネットワークを用いて，乱れのあるトポロジカル超伝導体の相

図を作成する方法を紹介する．§IIIでは制限/深層ボルツマン機械による表現について詳し

く述べ，一般化イジング模型の熱平衡状態がボルツマン機械により厳密に表現可能であるこ

とを示す．§IVにて，得られた表現を用いたクラスタ更新により，相転移温度における臨界

減衰を大幅に緩和できることを示したのちに，§Vで本稿のまとめを与える．

II. 識別関数としてのニューラルネットワーク

ある入力データに対し，適当な演算が出力する離散ラベルによって高次元空間的な分離

を行う関数を識別関数と呼ぶ．本節では，識別関数の一種である順伝播型ニューラルネット

ワーク (Feedforward Neural Network, 以下FFNN)を導入し，これを物理的な状態相

の分類に応用する方法を議論する．イメージとして図 1を参照されたい．

識別関数の構築方法には，状況に応じて多くの流儀が存在するが，本稿では紙面の都合

上，データの集合 {xn}と対応するラベルの集合 {yn}がセットで与えられた「教師あり学

習」を想定することにする．以下では識別関数の関数系・学習方法・適用例を順に議論する

が，本誌でも畳み込みニューラルネットワークを用いた分類手法が紹介されていることから

[58]，関数系及び学習方法の導入は簡潔にとどめ，詳細は他の文献に譲りたい [59, 60]．
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A. 順伝播ニューラルネットワーク (FFNN)

まずはじめに，FFNNの定義を与える．FFNNとは，ニューロンと呼ばれる計算ユニッ

トの集合からなる非線形関数の一種である．ニューロンは，入力値 xに線形操作Wと非線

形操作A 5を作用させる役割を果たす．つまり，入力xを受け取ったニューロンの出力 uは，

中間出力 zを用いて

u = A(z),

z = W(x) =
∑
i

Wixi + b, (1)

のように計算される．ただし，i番目の入力要素への重みWiとバイアス項 bは，線形操作

を特徴付けるパラメタである．入力を同時に受け取り，かつ互いの出力が干渉しないような

ニューロンの集合を層 (Layer)と呼ぶが，図 1のように，層が幾重にも積み重なった構造

で与えられるのがFFNNである 6．第 k層における j番目のニューロンからの出力 {u(k)j }は，

第 k − 1層の i番目の出力 {u(k−1)
i }を用いて

u
(k)
j = A(z

(k)
j ),

z
(k)
j =

∑
i

W
(k)
ji u

(k−1)
i + b

(k)
i , (2)

と計算される．式 (1)と同様に，式 (2)に登場する重み{W (k)
ji }およびバイアス{b(k)i }はFFNN

に内在する自由度である．これらのパラメタは，教師あり学習などのアルゴリズムにより，

所望の動作を示すよう最適化される．一般に，入力と出力ニューロンの間に位置する中間層

の数や，各層のニューロン数を増やすことで，近似精度で学習データを近似できるという

「万能性定理」が知られている [61]一方で，必要なニューロン数は精度に対して指数的に増

大してしまうため，用途に応じて構造への制約・最適化手法の改善・精度十分な局所最適解

の探索などの工夫が必要となる．

B. 識別関数の構築 : 教師あり学習

次に述べるのは，教師あり学習の手順に関する一般的な枠組である．教師あり学習とは，

与えられた入力データ {xn}とラベル {yn}の対応関係を精度よく再現するように (一般に非

5 Aは活性化関数と呼ばれる．具体的にはシグモイド関数 A(z) = 1/(exp(−z) + 1)などが使われている．原

理的には，活性化関数に最適化パラメータを含めることも可能だが，計算コストなどの観点から，通常は線

形操作のみにパラメタが含まれる．
6 深層ニューラルネットワーク (Deep Neural Network)の一種として数えられる．
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線形な)予測関数 fθを特徴付けるパラメタの組 7θを最適化することで，未知のデータ群に

対して有益な情報を得ることを目的とした機械学習スキームである．入手可能なデータセッ

トD = {(xn, yn)}を用いて予測関数の性能を定量化したものを目的関数 (Loss function)

と呼び， LD(θ)と表す．ラベルのない未知データに関する予測精度を確かめることは難しい

ため，「目的関数の最適化が，最良の予測関数の構築に繋がる」との仮定のもとでシミュレー

ションを行うことが多い 8．つまり，最適パラメタの組 θ∗を

θ∗ = arg min
θ

LD(θ), (3)

のように計算する．

例えば，d次元データx ∈ RdのKクラス分類を考えよう．ここでは特に，出力がK次元

ベクトルかつ，和が 1に規格化されているような関数 fθ : Rd → [0, 1]K を採用したとする．

最も基本的な目的関数は，交差エントロピー (Cross Entropy)と呼ばれ，

LD(θ) = − 1

|D|
∑

(x,y)∈D

K∑
k=1

yk log uk, (4)

のように定義される．ここで，K次元のone-hotベクトルによるラベル表記y ∈ {(1, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ...), ...}

に対して第 k成分を ykとして導入したほか，予測関数の出力 u = fθ(x)の第 k成分を ukと

表記した．交差エントロピーは一般に LD(θ) ≥ 0を満たし，データセットDに含まれる全

てのデータに対して y = uを満たす場合のみゼロに等しい．さらにいえば，{y}と {u} に

よって与えられる 2つの分布の，近さに関する尺度，すなわちKullback-Leibler情報量と

呼ばれる量に対応しており，機械学習ではしばしば目的関数として採用される．これに加え

て，本稿では過学習を防ぐ目的で L2正則化項が導入された．

C. 乱れたトポロジカル超伝導体の量子相分類

次に，FFNNを用いて物理的なモデルの量子相図を描画する手法について議論する．ター

ゲットにするのは，大域的な秩序変数であるトポロジカル不変量により特徴付けられる，ト

ポロジカル超伝導体である [62, 63]．中でも，CuxBi2Se3 [64, 65]や FeTexSe1−x [66–68]など

の候補物質により注目を集めている，クラスDIIIと呼ばれる対称類の 2次元系を扱うことに

しよう．乱れのない極限で Z2トポロジカル不変量を計算する手法はすでに確立されている

7 FFNNについては，重み {W k
ji}およびバイアス {b(k)i }の集合に対応する．

8 例えば，同一分布から独立に (i.i.d., independent and identically distributed)データを抽出した場合や，本

稿で紹介する手法のように，未知データの適切な変換によって，既知データの分布への帰着が期待できる場

合などが相当する．
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ものの [62, 63, 69–73]，乱れにより並進対称性が破れた状況において厳密な相図が計算でき

るのは，無限系において非可換幾何を用いる手法に限られている [18, 19]．執筆者らは，論

文 [18, 19]の手法を有限系で検証するとともに，乱れのない極限において学習したニューラ

ルネットワークによって，乱れの存在下へ相図を外挿する手法を開発したので，以下に紹介

したい．

1. 乱れのあるトポロジカル超伝導体のモデル

正方格子のもと，2次元におけるクラスDIIIのトポロジカル超伝導体を考えよう．粒子-

正孔空間とスピン空間にそれぞれ作用するパウリ行列 saと σa (a = 0, 1, 2, 3)を用いると，

相A 相B 相C

物理状態のデータ x

相の予測確信度 u

A(2)
<latexit sha1_base64="dZnQNV/j0pGKYDrPC88dgJqD/YU="></latexit>

W(2)
<latexit sha1_base64="znhwuVYsQBhU8qoK/C0JxE+2BGM="></latexit>

}<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

: 線形操作
: 非線形操作A(1)

<latexit sha1_base64="Fzr2QS/uH5Kqp8PURNSgRTE/+7Q="></latexit>

W(1)
<latexit sha1_base64="6lbnEB7Gjm2dHAcy4+nx5rO1OxA="></latexit>

}<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

}
<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

}
<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

}
<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

}<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

}<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

}
<latexit sha1_base64="WlNroWubmpIAlBmPf6JE32RMyUo="></latexit>

FIG. 1. 順伝播型ニューラルネットワークを用いた状態相の分類．入力データ xに対して，線形操作

と非線形操作を繰り返して得られた出力 uを，各相に対する予測の確信度と解釈する．
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Bogoliubov-de Gennesハミルトニアンは，

H =
∑
r

∑
k=1,2

Ψ†
rT̂kΨr+ek + h.c.+

∑
r

Ψ†
rV̂Ψr +

∑
r

Ψ†
r(Wrs3 ⊗ σ0)Ψr, (5)

T̂1 = s3 ⊗ σ0 +
i∆

2
s1 ⊗ σ3, (6)

T̂2 = s3 ⊗ σ0 +
∆

2
s1 ⊗ σ3, (7)

V̂ = −µs3 ⊗ σ0 −∆2s2 ⊗ σ2. (8)

と与えられる [72]．ここで，crαはサイト r上でスピン αを持った電子の消滅演算子を表し，

Ψr = [cr↑, cr↓, c
†
r↑, c

†
r↓]

T により南部演算子を与える．式 (5)の第 1項は x(y)方向への単位ベク

トル e1(2)とヘリカル p波相互作用∆を含む形で，ホッピング行列 T̂1(2)により記述される．

また，第 2項のオンサイト項 V̂ は，化学ポテンシャル µおよび s波相互作用∆2により決定

される．正方格子にも関わらず，式 (5)にてスピン一重項とスピン三重項が混在しているの

は，候補物質の結晶構造における空間反転対称性の破れを反映している．さらに，第 3項の

ランダムポテンシャルWr ∈ [−W/2,W/2]は，系の乱れを反映している．振幅W に対する

状態相の変化を調べるのが目的となる．

2. 入力データの計算

FFNNへの入力データとして用いられるのは，第一励起状態に対応する準粒子の空間分

布P (r)である．乱れのない極限では，ハミルトニアンのパラメータに対してP (r)が一意に

定まる一方で，乱れの下では様々な分布が実現する．こちらについて，Nr個のデータに関す

る平均を考えてみよう．準粒子の振る舞いの質的な違いは，FFNNが相を分類するのに十分

な情報を与えると期待できる．例えばZ2相では，バルク-エッジ対応により，低エネルギー

準位がロバストな端状態を与えることが保証されている．さらに，自明相におけるバルクへ

の局在や，熱金属 (Thermal Metal, ThM)相においてはバルクギャップが閉じるために非局

在状態が現れることを考慮すると，第一励起状態 ψにおける準粒子分布

P (r) = |ψe
↑(r)|2 + |ψe

↓(r)|2 + |ψh
↑ (r)|2 + |ψh

↓ (r)|2, (9)

が入力データとして適切であることが予想される．ここで，上 (下)付きの添字は南部 (スピ

ン)空間における自由度を指す．乱れの存在下では，個々のP (r)に特定のパターンを見いだ

すことは難しい一方で，平均操作により並進対称性が統計的に回復し，乱れのない極限で構

築した FFNNによる分類が可能になると期待できる．以下では，バルク-エッジ対応による
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端状態の発現を活用するため，円筒境界条件下での準粒子分布 (の統計平均)を用いること

にする．

3. FFNNによる相分類結果

次に，乱れのない極限でP (r)を学習したFFNNによって，相図を「外挿」した結果を紹

介する．∆ = 3,∆2 = 2における準粒子分布をFFNNに学習させたのち，乱れの存在下での

各相に関する確信度を出力した結果を図 2に示す．統計平均数Nr = 1および 500の準粒子

分布に対する出力が図 2(a)と (b)にそれぞれ与えられている．黒い点は，転送行列法と呼

ばれる，局在長の発散を検出するような独立な手法により得られた相転移点である．乱れを

強くすると，Nr = 1では分類結果が全く意味をなさない一方で，Nr = 500とすると並進対

称性が統計的に回復し，転移点近傍においても正確な分類が行なわれていることが分かる．

また，執筆者らの論文 [14]にて詳しく議論されているように，非可換幾何の手法に基づいた

トポロジカル不変量の計算により作成された相図ともよく一致している．

図 2(c)には乱れのない極限における相境界およびFFNNの学習領域が示されている．Z2

相に関しては 2− 2
√

1− (∆2/∆)2 < |µ| < 2+ 2
√

1− (∆2/∆)2での発現が知られている [74]

ほか，|∆2| < |∆|においては (i) |µ| < 2− 2
√

1− (∆2/∆)2および (ii) 2+ 2
√
1− (∆2/∆)2 <

|µ| < 4
√

1− (∆2/∆)2/2において熱金属相が現れる．この既知領域の一部で生成した準粒子

分布を用いて，FFNNの教師あり学習を行った．

特に µ = 2に着目してみると，乱れのない極限においてZ2相に属する系が，ランダムポ

テンシャルを強くしていくと熱金属相，自明相と振る舞いを変えていく様子が，FFNNによ

り捕らえられている．熱金属相と自明相の中間領域 (W ∼ 15)における FFNNの確信度は，

統計平均の枚数Nrを増やしてデータのゆらぎを抑えることで改善できる．そのほかのZ2-熱

金属および熱金属-自明相の相転移は精度よく再現されている．また，µ ∼ 3.5で弱い乱れを

導入した際の分類結果も，注目に値する．このように間隔の狭い平行な相転移線に関して，

有限サイズスケーリングにより局在長の発散を検出する転送行列法による検出は難しい一方

で，FFNNは Z2相，熱金属相，自明相を精度よく分類している．
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??
乱
れ
の
強
さ

対称性の統計的回復なし 確信度(a)

ThM

Z2 Triv

対称性の統計的回復あり

乱
れ
の
強
さ

(b)

I II III

TrivZ2

ThM
(c)

FIG. 2. (a)(b)準粒子分布の統計平均数をそれぞれNr = 1および 500とした場合の FFNNの出力．

特に (b)では，独立に学習した 200個の FFNNによる平均が与えられている．図中のZ2, Triv, ThM

はそれぞれ Z2相，自明相，熱金属相を表し，FFNNによる確信度が緑，青，赤色の濃淡で与えられ

ている．(c) 乱れのない極限における相境界と，FFNNの学習領域．教師データは I:[0, 0.3], II:[1.0,

2.5], III:[4.0, 10.0]でそれぞれ 1000枚作成された．この図は執筆者らの論文 [14]より，改変の上転

載された．
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(a) (b) (c)

FIG. 3. (a) 一般のボルツマン機械，(b) 完全二部グラフ構造を持つ制限ボルツマン機械，(c) 深層ボ

ルツマン機械を表す無向グラフ．可視スピンが白丸で，隠れ/深層スピンが黒丸で，非ゼロな相互作

用黒実線でそれぞれ表されている．

III. ボルツマン機械による熱平衡状態の表現

前節では，ニューラルネットワークを用いてトポロジカル超伝導体の量子状態を分類す

る手法を紹介した．続いて本節では，ニューラルネットワーク応用の観点で，分類タスク

と双璧をなす分野である，物理状態の表現を議論する．§Iで述べたように，物理系で実現

される純粋状態や混合状態に対応する，具体的な表式が「表現」である．幾多と存在する

ニューラルネットワーク 9の中でも，制限/深層ボルツマン機械と呼ばれる表現関数は，物

性物理で扱う状態の厳密/近似表現に適用できることが，数々の研究から明らかにされてお

り [38, 39, 75]，物性物理のフロンティア開拓を担うツールとして期待を集めている．特に本

節では，古典スピン系の熱平衡状態を厳密に表現する手法を議論したい．

A. ボルツマン機械

物理学者にとってなんとも愛着のわきやすい名前であるボルツマン機械 (Boltzmann

Machine)とは，系を構成する離散的な局所変数 10の配位により与えられる仮想的な「エネ

ルギー」を反映したカノニカル分布によって，変数の配位に対応する尤度を与える表現関数

である．与えられたデータ標本 {xi}を最もよく説明する尤度分布を近似・推定する目的で，

統計学の分野で考案された [77, 78]．具体的には，{−1,+1}のいずれかを値にもつNv個の

9 例として，Neural Network Zoo(http://www.asimovinstitute.org/neural-network-zoo/)を参照さ

れたい．
10 もちろん，連続的な変数を導入することもできる．可視変数が連続的で補助変数が離散的である「ガウス・

ベルヌーイ型」のボルツマン機械なども活用されている [76]．
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スピン変数の組で指定されるような状態σに対応する尤度 (またはボルツマン因子)π(σ)を

π(σ) =
∑
h

π̃(σ,h), (10)

π̃(σ,h) = exp

{∑
i,j

Wijσihj +
∑
ii′

Wii′σiσi′ +
∑
jj′

Wjj′hjhj′ +
∑
i

aiσi +
∑
j

bjhj

}
,

(11)

と与える表現関数を，ボルツマン機械と呼ぶことにする．ここで，系を記述する i番目の

局所変数 σi は可視スピン，仮想的に導入された j 番目の局所変数 hj は隠れスピンと呼ん

で区別する．さらに，異なる空間における尤度を区別するために，Nv個の可視スピン配位

が張る空間 S = {−1,+1}Nv をスピン空間，Nh個の隠れスピンまで含めた配位が張る空間

S ∪H = {−1,+1}Nv+Nhを拡張空間と定義する．可視スピンおよび隠れスピンに作用する局

所磁場 (もしくはバイアス)がそれぞれ ai, bjで表現されているほか，スピン間の 2体相互作

用がWij などで表されている．一般にボルツマン機械を図示する上で，スピンをノードに，

非ゼロの相互作用をエッジに見立て，無向グラフとして示すことが多いため，本稿でも同様

の記法を導入する．図 3(a)では，可視スピンを白丸，隠れスピンを黒丸で表した．

拡張空間からバイナリなNh個の隠れスピンの組h := (h1, h2, ..., hNh
)をトレース・アウト

した関数形を考えることで，複雑な相関を保つような状態の表現が可能となる．一方で，最

適化コストなどの実用性の観点からは，一般的な表式 (10)よりも，あえてWii′ = Wjj′ = 0

の条件を課した制限ボルツマン機械 (Restricted Boltzmann Machine, RBM)が望まし

い．第 3図 (b)に表されているように，制限ボルツマン機械では可視スピン同士，隠れスピ

ン同士に相互作用が存在せず，完全二部グラフをなす。対応する尤度分布は

π(σ) =
∑
h

π̃(σ,h), (12)

π̃(σ,h) = exp

{∑
i,j

Wijσihj +
∑
i

aiσi +
∑
j

bjhj

}
, (13)

により与えられる．グラフの形に「制限」が加わったとはいえ，可視スピンに対して指数的

な数の隠れスピンを用意すれば，任意の尤度分布を厳密に表現可能である [79]．

FFNNにおける層の定義を援用すれば，制限ボルツマン機械には可視スピンの層が 1つと，

隠れスピンの層が 1つ存在する，と考えることができる．補助的なスピンが 2層以上連なっ

た構造を持つボルツマン機械は深層ボルツマン機械 (Deep Boltzman Machine, DBM)

と呼ばれ，より高い表現能力を持つ 11．例として，第 3図 (c)のように隠れスピンの層を 2

11 層構造が保たれるように隠れスピン同士の相互作用Wjj′ を導入した，と理解することもできる．
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つ持つ場合 12を考えよう．2層目に属する k番目の深層スピンを dk，Nd個の深層スピンの

配位を d := (d1, d2, ..., dNd
)とすると，可視スピンの尤度分布は

π(σ) =
∑
h,d

π̃(σ,h,d), (14)

π̃(σ,h,d) = exp

{∑
i,j

Wijσihj +
∑
j,k

W ′
jkhjdk+

+
∑
i

aiσi +
∑
j

bjhj +
∑
k

b′kdk

}
, (15)

により与えられる．ただし，π̃(σ,h,d)は，拡張空間における各スピン配位を固定した時の

尤度であり，dkに対応する局所磁場が b′k，そして j番目の隠れスピンとの相互作用がW ′
jk

により与えられている．

B. 初等的な変換

ボルツマン機械の定義を踏まえた上で，本節の冒頭で述べた「一般化イジング模型がボ

ルツマン機械により厳密に表現できる」を言い換えると，「スピン空間における尤度が保たれ

るような，隠れスピンや深層スピンの埋め込み方法が存在する」といえよう．本節の残りで

は，具体的に尤度の等価変形 (以下では変換と呼ぶ)を議論したい．

一般的な変換を考える上で，核となる二つの変換手法が図 4に示されている．これらは

それぞれ装飾変換 (図 4(a))および Y∆変換 (図 4(b))と呼ばれ，いずれも新しく隠れスピン

を１つ埋め込むような操作に対応している．変換により導入されるスピンはあくまでも補助

自由度であるため，これらをトレース・アウトすることで得られる可視スピンの尤度は不変

であることを繰り返し強調しておく．

1. 装飾変換

図 4(a)に描かれた装飾変換を施すと，その名の通り，エッジ上にノードを「装飾」する

操作，つまり相互作用する二つのスピンの間に，新たに隠れスピンが導入される．その具体

的な変換式は，規格化定数Cを用いて [80, 81]，

eJσ1σ2 = C
∑
h=±1

exp [W (σ1 + sgn(J)σ2)h] . (16)

12 一般化イジング模型を変換することで得られる深層ボルツマン機械の隠れスピンの層の数は，たかだか 2で

ある．
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(a)

(b)
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FIG. 4. (a)装飾変換と (b) Y ∆変換． 3体相互作用が赤領域で示されているほかは，図 3の記法に

従う．

と与えられる．ここで，拡張空間における相互作用W は，スピン空間における相互作用の

振幅 J と

W = arc cosh
(
e2|J |

)
/2, (17)

のような関係を持つ．

2. Y ∆変換

もう一つの変換手法である Y∆変換は，3体および 2体相互作用をする 3つのスピンに対

し，補助的なスピンを 1つ導入することで，図 4(b)に示されるように，∆形のグラフを Y

形 (を 180◦回転させた)グラフに変える手法である．その具体的な表式は，

exp [Mσ1σ2σ3 + J1σ2σ3 + J2σ3σ1 + J3σ1σ2]

= C
∑
h=±1

exp

[
3∑

i=1

(Wih+ ai)σi + bh

]
, (18)

のように与えられる [81–86]．ただし，左辺におけるMと Jiはそれぞれ，スピン空間におけ

る 3体相互作用と 2体相互作用の振幅を表す．右辺に現れる aiおよび bはそれぞれ，i番目の
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可視スピンと隠れスピンへの局所磁場に相当し，Wiはスピン間の相互作用を表す．式 (18)

により与えられる八つの非線形方程式を解くと，右辺のパラメータが

exp(4χiai) =
sinh(2(|Ji|+M))

sinh(2(|Ji| −M))
, (19)

cosh(2Wi) =
e2|Ji| cosh (2(|Jj|+|Jk|))− e−2|Ji| cosh (2(|Jj|−|Jk|))

[2 cosh(4|Ji|)− 2 cosh(4M)]1/2
, (20)

sinh(2b) =
− sinh(2χiWi) sinh(4M)

[(cosh(4Jj)− cosh(4M))(cosh(4Jk)− cosh(4M))]1/2
,

(21)

と与えられる．ここで，χi = sgn(Ji) はスピン空間における 2体相互作用の符号を表わす．

式 (20)と (21)に登場する添字 i, j, kは互いに異なるように選ぶ必要があるほか，Y∆変換の

適用条件として

|M | < |Ji| (i = 1, 2, 3), (22)

sgn(J1J2J3) = 1. (23)

を満たす必要があることに注意されたい．一見，これらの条件は変換可能な模型に制限を加

えるように思えるが，次節で述べる「仮想的相互作用」の導入などにより，任意の一般化イ

ジング模型が制限/深層ボルツマン機械に変換可能であることが示せる．

C. 一般化イジングモデルの変換

次に，装飾変換と Y∆変換を組み合わせることにより，任意の多体相互作用を含むよう

なイジング模型，つまり一般化イジング模型について，等価なボルツマン機械を構築可能で

あることを示そう．そのためには，任意の p体相互作用についての変換が可能であることを

示せばよいことが，以下の簡単な考察からわかる．まず，系の達する熱平衡状態に対応する，

カノニカル分布の逆温度を βとし，一般化イジング模型のハミルトニアンHが

−βH =
∑
{ni}

M{ni}
∏
i

σni
i (24)

と与えられているとする．ただし，ni = 0, 1は i番目のスピンが相互作用に含まれるか否か

を表し，全ての {ni}の組み合わせに関する和が取られている．この表記のもとで，スピン

配位σの尤度は

π(σ) =
∏
{ni}

exp

(
M{ni}

∏
i

σni
i

)
(25)
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FIG. 5. (a)単一の 3体相互作用のボルツマン機械への変換と，(b)複数の 3体相互作用の変換．後者

では仮想相互作用の符号を調節することで，隠れスピンの数を削減している．

と，それぞれの相互作用項を独立な積で与えられることから，単一の p体相互作用項に対応

する尤度

πp(σ;M) := exp

(
M
∏
j

σj

)
, (26)

に関する変換を考えれば十分である (M は相互作用の振幅と関係付けられる)．

1. 制限ボルツマン機械への変換

まず始めに，最も単純な場合である，3体相互作用の変換を考えよう．条件式 (22)と (23)

のために，Y∆変換を直接適用することはできない．そこで，互いに打ち消しあうような「仮

想的相互作用」を導入し，Y∆変換に用いられる項と，装飾変換に用いられる部分に分割し

よう．つまり，

π3(σ;M) = exp(Mσ1σ2σ3)

= exp [Mσ1σ2σ3 + J1σ2σ3 + J2σ3σ1 + J3σ1σ2]

× exp [−(J1σ2σ3 + J2σ3σ1 + J3σ1σ2)] , (27)
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のように変形した上で，第一因子には式 (18)で与えられるY∆変換を，第二因子には式 (16)

で与えられる装飾変換を適用すれば，図 5(a)に示されているようなボルツマン機械の表現

が完成する．条件式である式 (22)と (23)が満たされている限り，仮想的相互作用 Jiの振幅

は任意の値を取りうる．

仮想的相互作用の符号をうまく調節することで，隠れスピンの数を削減することも可能

である．例えば，図 5(b)では，2つの 3体相互作用に対して，辺共有される部分の仮想的相

互作用を打ち消すことで，本来 8個必要となる隠れスピンを 6個に減らしている．

2. 深層ボルツマン機械への変換

次に，深層スピンの層を導入することで，4体相互作用も表現されることを示す．これに

あたり，図 6(a)のように 2つの段階に分割して考えよう．まず，第 1段階では，2つの可視

スピンの積を 1つのスピンとみなして装飾変換を適用することで，

π4(σ;M
(0)) = exp

[
M (0)σ1σ2σ3σ4

]
= ∆

∑
d=±1

exp
[
M (1)(σ1σ2 + σ3σ4)d

]
= ∆

∑
d=±1

π3
(
σ1, σ2, d;M

(1)
)
π3
(
σ3, σ4, d;M

(1)
)
, (28)

と 3体相互作用の積を得る．ただし，左辺の π4(σ;M
(0))は 4体相互作用するスピンの配位が

σで与えられる場合の尤度であり，その振幅M (0)と変換後の振幅M (1)は，式 (17)により

M (1) = arc cosh
(
e2|M

(0)|
)
/2, (29)

の関係を持つ．次に第 2段階にて，式 (28)で得られた２つの相互作用に対し，前節の変換

(式 (27))を適用すれば，2体相互作用のみを用いて 4体相互作用を表現することが可能なこ

とがわかる 13．

以上の 4体相互作用に関する議論は，図 6(b)に示されているように，一般の p体相互作

用にも拡張できる．つまり，装飾変換により相互作用の次数を下げ，少数系で得られた結果

を使うことで，任意の pについて変換が可能であることが帰納的に示せるが，詳細について

は，執筆者らの論文 [57]を参照されたい．導入される隠れスピンおよび深層スピンの数をそ

れぞれ nh, ndとおくと，これらは

nh = 4(p− 2), nd = p− 3, (30)

13 4体相互作用をボルツマン機械に変換するもう一つの方法に，星-四角変換と呼ばれる変換手法の適用があ

る．1つの深層スピンを用いるという点は Y ∆変換と共通するが，隠れスピンの数やパラメタの値が異なる．

導入される補助スピン数を最小に抑えるために，本稿では星-四角変換は考えない．
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FIG. 6. (a) 4体相互作用の深層ボルツマン機械への変換． (b) 一般の p体相互作用の深層ボルツマ

ン機械への変換．深層スピンが黒丸で与えられているほかは，図 5と同様な記法に従う．

と与えられる．いずれも pに関して線形増加に止まることから，スピン空間・拡張空間のい

ずれにおいても，アルゴリズムの計算量オーダーが不変に保たれる．これは数値計算的な観

点から意義深いため，次節では得られた変換を積極的に活用していこう．
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IV. ボルツマン機械表現を応用した古典モンテカルロ・シミュレーション

本節では，前節で導入された一般化イジング模型の変換テクニックの応用例として，大

域的更新法の適用による古典モンテカルロ・シミュレーションの高速化を考えよう．古典ス

ピン系にて最も広く用いられているマルコフ連鎖モンテカルロ法の一つである，シングル・

スピン・フリップ法は，局所的なスピン配位に着目して逐次的に更新を行うため，相転移温

度近傍のように相関長の大きな領域では効率が悪い．この問題点を解決するために，多数の

スピン配位を一斉に更新する，大域的更新法の研究が進められてきたが，多くは 2体相互作

用のみを想定した手法である．

前節で導入した尤度変換のテクニックと，既存の大域的更新法を組み合わせれば，多体

相互作用を持つモデルにおいても大域的更新法が適用可能となることが，執筆者らにより示

された．以下では，SwendsenとWangにより考案された大域的更新法 [87]を導入したのち

に，カゴメ格子上の一般化イジング模型における計算結果を示す．特に，本稿で議論する，

強磁性的な 2体相互作用および符号交代する 3体相互作用を持つ模型は，多体相互作用のも

と相転移点近傍で臨界減衰を示すような，最も基本的なモデルの 1つである．

A. Swendsen-Wangの更新法

まずは，3体以上相互作用を持たない模型に適用可能な大域的更新法を導入する．これは

SwendsenとWangによって考案された [87]ことから，以下ではSW法と呼ぶことにしよう．

サイトの集合 V とエッジの集合Eから定義されるグラフG = (V,E)上でハミルトニアンが

H = −
∑

⟨i,j⟩∈E

Ji,jσiσj −
∑
i∈V

hiσi, (31)

と与えられているとする．ただし，Ji,jはサイト iと jに置かれたスピン，つまり σiと σjの

間に働く 2体相互作用の振幅を，hiは個々のスピンに作用する磁場を表している．このよう

なハミルトニアンと逆温度 βのもとで，以下のようなアルゴリズムによりスピン配位を更新

するのが SW法である:

1. あるエッジ e = ⟨i, j⟩ ∈ Eに対して，Ji,jが正 (負)であるとする．iと jに置かれたス

ピンが (反)平行であれば，確率 p = 1 − exp(−2β|Ji,j|)で 2つのスピンを「結合」す

る．この操作を全てのエッジ eに対して行う．

2. 結合されたスピン同士により形成される「クラスタ」を整理する．
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3. k番目のクラスタ Ck における Zeemanエネルギーmk = −
∑

i∈Ck
hiσiに対し，確率

pk = e−βmk/(e−βmk + e+βmk)で集合内の全てのスピンを反転する．これを全ての kに

対して行う．

4. 得られる物理量が収束するまで，1から３を繰り返す．

上記のようなスピン配位の更新は，結合の有無により形成されたクラスタを同時に更新する

クラスタ更新法の一種である．低温領域におけるドメイン・ウォール形成や，相転移温度近

傍における低速化などの問題を軽減できることから，臨界点の性質を調べるために使われる

ことが多い．

B. 一般化イジング模型におけるクラスタ更新

上で導入したクラスタ更新法は，任意の 2体相互作用模型に対して適用可能なため，一

般化イジング模型のボルツマン機械表現に対しても有効である．最も基本的な例として，強

磁性的な 2体相互作用に加え，3体相互作用を持つようなカゴメ格子上のイジング模型を考

えよう．Eをエッジの集合，△(▽)を 3つのサイトからなる上 (下)向き三角形として，ハミ

ルトニアンを

−βH(σ) = β
∑

⟨i,i′⟩∈E

σiσi′ +
∑
△

M△τ△ +
∑
▽

M▽τ▽, (32)

のように定義する．ただし，τ△ =
∏

i∈△ σiとτ▽ =
∏

i∈▽ σiはスピン変数の積，M△/β (M▽/β)

は上 (下)向き三角形上の 3体相互作用の振幅，⟨i, i′⟩はサイト iと i′をつなぐエッジである．

相互作用の振幅がM△ +M▽ = 0を満たす場合には，スピン反転と鏡像反転を組み合わせた

対称性が存在し，有限のM△に対して有限温度における 2次相転移が存在する．そこで，以

下では，M△ = −M▽ =M > 0を仮定しよう．この時，尤度分布は

π(σ) = exp

β ∑
⟨i,i′⟩∈E

σiσi′ +
∑
△

M△τ△ +
∑
▽

M▽τ▽

 (33)

= ∆
∑
h

exp

[∑
△

W△h△
∑
i∈△

σi +
∑
▽

W▽h▽
∑
i∈▽

σi

+b
∑
△,▽

(h△ + h▽)

]
=
∑
h

π̃(σ,h), (34)
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のように変換される．拡張空間におけるパラメタは Y∆変換の表式 (18)にM△(▽) と βを代

入することで得られるが，相互作用の符号交代により，可視スピンへの外部磁場がキャンセ

ルされていることに注意されたい．図 7に示されているように，1つの三角につき 1つの隠

れスピンが導入され，その向きに応じて h△もしくは h▽と表記されている．

さて，相転移温度 (図 8(a)を参照)近傍における模型の振る舞いを詳細に調べよう．その

ために，拡張空間において SW法を適用する．特に，可視スピンの磁化の自己相関時間 τ を

比較した結果が，図 8(b)にまとめられている．ここで，自己相関時間は，以下に定義され

る自己共分散の減衰の時定数として

A(t) =
⟨|m(t0 + t)m(t0)|⟩ − ⟨|m(t0)|⟩2

⟨|m(t0)|2⟩ − ⟨|m(t0)|⟩2
= A0e

−t/τ , (35)

のように見積もられる．ただし，m(t) =
∑Nv

i=1
σi(t)
Nv
は t番目のモンテカルロ・ステップにお

ける磁化を，⟨· · · ⟩はモンテカルロ・ステップに関する平均を表す．スピン空間におけるシ

ングル・スピン・フリップ法を用いると，臨界減衰が顕著に現れる一方で，拡張空間上でク

ラスタ更新を適用すると状況が改善されることがわかる 14．

最後に，模型のユニバーサリティクラスについても述べたい．くりこみ群理論により，以

下のように定義されるBinder比，

g :=
1

2

(
3− ⟨m4⟩

⟨m2⟩2

)
, (36)

はスケーリング則に従うと仮定される．ここで，mはサイトあたりの磁化，⟨· · · ⟩は熱平衡

状態における統計平均を表す．Binder比は相転移温度 Tc近傍において，一辺の格子サイズ

Lに対して

g ∼ F
(
L1/ν(T − Tc)

)
, (37)

のようにスケールする．ただし，νは相関長の臨界指数で，F はスケーリングに対応する適

当な多項式である 15．本稿で議論した模型では，様々なパラメタに対して，臨界指数が ν = 1

であり，2次元イジング模型のユニバーサリティクラスに属することを示唆している [88]．

他のユニバーサリティクラスにおける適用可能性については興味深い課題であり，今後の研

究課題の一つとして挙げられる．

14 このモデルでM/βcを増加させるに連れて自己相関時間が増大していく原因として，以下のように理解でき

る．Y ∆変換により隠れスピンに導入された仮想磁場はM/βcとともに増大することから，クラスターあた

りの仮想的な磁化も増大する．詳細釣り合い条件の満たされたモンテカルロ・シミュレーションを行うため

には，磁化に応じて反転確率が変わるため，非常に偏った配位更新が行われ，スピン空間の効率的な探索が

阻害されると考えられる．
15 本稿では 3次の多項式と仮定して計算している．
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FIG. 7. 式 (7)で与えられる模型と，変換により得られたボルツマン機械表現．模型が定義されたカ

ゴメ格子上の可視スピンを白丸で，変換により導入された隠れスピンが黒丸で示されている．2体相

互作用が黒実線で表されているほか，3体相互作用の働く 3つのスピンが形成する三角形が，符号に

応じて赤と青で色付けされている．

V. むすびに

以上，ニューラルネットワークを用いた物理状態の分類および表現について紹介した．機

械学習分野と物性物理分野，双方の概念が混ざり合うことで，新たな知見が日々生み出され

ている様子が伝われば幸いである．

§IIで紹介した分類スキームは，機械学習で発展してきた概念と親和性が高い．紹介した

文献からもわかるように，理論モデルから生成された「人工的な」データが集中的に調べら

れてきた中で，実験で得られた「現実的な」データへの本格的な適用も見られるようになっ

てきた．モデル構築と現象観測の垣根を超えた科学的手法を確立するために，高い解釈性と

予測精度の両立を軸にした研究が今後も増え続けるだろう．

§IIIおよび §IVで議論した表現関数の構築に関して，本稿では便宜上，近似表現と厳密表

現を分割して扱った．一方で，尤度分布や波動関数の厳密表式が得られる模型に対して摂動

を加えた場合の近似的取り扱いなど，両者を統合するような方向性も面白いだろう．また，

表現関数についても，PixelCNN[89]のように効率的なサンプリングが可能なニューラルネッ

トワーク [90]の，大規模な量子多体系の研究における適性も，追求すべき課題として挙げら

れる．
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紙面の関係上紹介できなかった方向性として，データ科学的な観点から物理量やハミル

トニアンを予測・補間するアプローチが挙げられる．元素組成比や格子構造から物性値を予

測するマテリアルズインフォマティクスの分野では，機械学習手法による材料開発の促進が

2011年頃より行われてきたが [91]，近年になり物性物理の分野でも有用性が認知され始めて

いる [92–94]．実験データへの応用手法が発展することで，より大きな潮流として分野の促

進を支えることが予想される．

なお，本稿で紹介した分類/表現に関する研究は，ほとんどが 3年以内に発表された内容

であり，新奇なアイディアの源泉となっている．本稿を読んだ読者が，物性物理とニューラ

ルネットワーク，もしくはさらに広く機械学習との融合領域に興味を持ち，研究を行う足が

かりとなることを願って，筆を擱く．
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英文題目・英文シノプシス

英文題目 From classification to representation of physical states by neural networks

英文シノプシス：We present two flavors of research that combine the concepts in condensed

matter physics and machine learning: classification and representation. For the former, we

first introduce the general procedure to train a neural network to classify labels, and then

discuss a concrete application to data produced from physical models. Then, for the latter,

we define the expression of the Boltzmann machine and provide transformation techniques

to express classical systems with binary degrees of freedom.
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FIG. 8. (a) 式 (32)により定義されたモデルの相図．強磁性相 (FM)と常磁性相 (PM)の境界が与え

られている．青い点線は，Wuらにより導出された漸近解，黒点は Binder比の有限サイズスケーリ

ングの結果に対応する．M = 0における結果は，厳密解 [95]と一致することが確認されている．(b)

モンテカルロ・シミュレーションにおける磁化の自己相関時間 τ のサイズ依存性．中抜き (色塗り)

で示された点は，ボルツマン機械表現におけるクラスタ更新法 (通常の表現におけるシングル・スピ

ン・フリップ法)による結果を表す．黒丸，紫の上向き三角，赤の四角，緑の下向き三角，青のダイ

アモンドはそれぞれ，M/βc = 0, 0.05, 0.1, 0.2, 0.5におけるシミュレーションである．なお，この図

は執筆者らの論文 [57]より転載された．


