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1.1 桂研究室
物性理論・統計力学の基礎的な問題に関する理論

的研究を行っている。特に、相関の強い多体系（電
子系、ボゾン系、スピン系、...）における磁性・強誘
電性・量子ホール効果・超伝導などの物性の解明お
よび新奇現象の予言を目指している。またこれらの
系に対して、平均場近似などの従来的な手法や、場
の理論的手法、数値的対角化などを組み合わせて多
角的にアプローチしている。同時に、量子多体系や
可解模型に関する数理物理学的研究も行っている。

1.1.1 強相関系
量子スピン鎖における非線形Drude重み
近年、量子多体系における非線形輸送を特徴づけ

る「非線形Drude重み」という量が新たに導入され、
これに関連した研究が盛んに行われている。谷川・
桂と高三（UC Berkeley）は、典型的な相互作用系で
あるスピン 1/2 XXZ 鎖の絶対零度における非線形
Drude 重みを、Bethe仮設法を用いて厳密に解析し、
熱力学的極限で発散するパラメター領域の存在を明
らかにした。このような発散は線形Drude 重みには
見られない特徴である。さらに、この発散の起源が
基底状態エネルギーに対する非解析的な有限サイズ
補正であることを解明し、それに基づいて発散を伴
うパラメター領域と発散の強さを特定することにも
成功した。これらの結果は、原著論文 [3] にまとめら
れたほか、国内会議 [43]で発表された。
谷川と桂はさらに、基底状態エネルギーに対する

有限サイズ補正の一般形を求め、そこから異方性パ
ラメター ∆の全領域における非線形 Drude重みの
詳細な振る舞いを調べた。その結果、応答の次数や
パラメターの値に応じて、系のサイズに関して収束・
べき発散・対数発散のいずれかの振る舞いを示すこ
とを明らかにした。また、こうした∆に関する不連
続な振る舞いが数値計算結果と一致することを確認
した。さらに、任意の次数の非線形Drude重みが収
束する特別なパラメター値の存在も発見した。この
ことは、相互作用が存在するにもかかわらず自由粒
子系と似た非線形応答特性を示す特別な場合がある
ことを示唆している。これらの結果は、原著論文 [10]
にまとめられたほか、国内外の研究会 [31, 43]で発
表された。また、谷川はこれらの結果を修士論文と
してまとめた [18]。

Z3 パラフェルミオン模型の相図
パラフェルミオンは、マヨラナフェルミオンの自

然な拡張であり、また量子計算への応用が期待され
ることから、近年注目されている。従来よく議論さ
れているパラフェルミオンの模型は、ZN クロック模
型と呼ばれる統計力学系に対応するものであり、パラ
フェルミオンの二次の項のみからなる。桂とUtrecht
大（オランダ）のWouters, Schuricht、Aachen工科
大（ドイツ）の Hasslerは、二次の項だけでなく四
次の項も含む模型を考え、そのような系の分数量子
ホール系・強磁性体・超伝導体からなるヘテロ構造
における実現可能性を議論した。また、特に Z3 パ
ラフェルミオンの場合について、四次の項の効果を、
密度行列繰り込み群法や場の理論的手法、厳密解を
用いて詳しく調べた。その結果、四次の項とフリッ
プ項と呼ばれる二次の項との競合により様々な相が
現れることを明らかにした。フリップ項の係数 f が
正の場合には、Z3トポロジカル相と自明相の間の相
転移が起き、これは中心電荷 c = 4/5の共形場理論
で記述される。また、その端点には c = 8/5の多重
臨界点が現れる。一方、f < 0の場合には、四次の
項の係数 U が比較的小さい領域に c = 1 の臨界相
が広がっていることを明らかにした。興味深いこと
に、この臨界相と Z3 トポロジカル相の間の相転移
は、Kosterlitz-Thouless転移であることも分かった。
これらの結果は、原著論文 [15]にまとめられた。

平坦バンドをもつボゾン系におけるモット絶縁体的
Bose-Einstein凝縮 (BEC)

カゴメ格子上のタイトバインディング模型のよう
な平坦バンド系は、強磁性などの強相関系特有の現象
の舞台として過去に多くの研究が行われている。一
方で、これらは主に電子系に関するものに限られて
おり、平坦バンドのあるボゾン系に関する理論的研
究はあまり例がない。
桂と川島・森田（東大・物性研）、田中（有明高専）、

田崎（学習院大）は、平坦バンドをもつ相互作用する
ボゾン系を考え、これらの系の基底状態はモット絶
縁体的であるにもかかわらず、（準）非対角長距離秩
序 (ODLRO)を示すことを明らかにした。具体的に
は、まず一連の平坦バンドをもつタイトバインディ
ング模型を考え、ここにある種の相互作用を導入し
た場合には、基底状態が「数サイトに広がった」1粒
子固有状態の積状態として書き下せることを示した。
次に、この基底状態における１粒子密度行列は、古
典ループガス模型における相関関数として表現でき
ることを示した。このことを用いて、高次元極限で
は、モデルのパラメターを変化させると、ODLROを
示す BEC相への量子相転移が起きることを明らか
にした。さらに、二次元の場合については、モンテ
カルロ・シミュレーションにより対応する古典ルー
プガス模型における上述の相関関数やヘリシティモ
ジュラスと呼ばれる量を詳細に調べた。その結果、あ
るクラスの格子上では、パラメターを変化させると
Kosterlitz-Thouless 転移が起こり、準ODLROを示
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1.1. 桂研究室

す基底状態へと変化することを明らかにした。これ
らの結果は、原著論文 [7]にまとめられた。

拡張された SU(N) Hubbard模型における η クラ
スタリング状態
SU(2) Hubbard模型の厳密な励起状態として、η

ペアリング状態が知られている。この状態は、非対
角長距離秩序 (ODLRO)を持つため、超伝導や超流
動との関係で活発に研究が行われている。一方で、N
成分フェルミオン系における 3体以上のクラスタリ
ング状態は冷却原子の文脈で注目を集めている。
吉田・桂は、η ペアリング状態を 1次元格子上の

N 成分フェルミオン系に一般化した、ηクラスタリ
ング状態を構成した。また、SU(N) Hubbard模型
を拡張することによって、これらの状態を高エネル
ギーの固有状態として持つモデルを構築した。次に、
シングレット相関関数を計算することで、これらの
状態の振る舞いがN が偶数の場合と奇数の場合で定
性的に異なることを明らかにした。N が偶数の場合
は、ηクラスタリング状態はN 粒子のODLROを示
す。一方、N が奇数の場合、相関はバルクでは距離
に対して指数関数的に減少するが、両端の相関は熱
力学極限で消えないことを発見した。最後に、ηクラ
スタリング状態が唯一の基底状態となるハミルトニ
アンを構築した。これらの結果は国際会議 [30]、国
内会議 [41]で発表されたほか、原著論文 [14]にまと
められた。また、吉田はこれらの結果を修士論文の
一部としてまとめた [19]。

1.1.2 トポロジカル系
スピン自由度をもつ遍歴ボゾン系における対称性に
守られたトポロジカル相
スピン自由度をもつ遍歴ボゾン系の対称性に守ら

れたトポロジカル相 (SPT 相) に関する研究を行っ
た。SPT相に関する研究は、先行研究では電子系や
量子スピン系に関するものが主で、遍歴ボゾン系に
関するものはあまりない。これは、ボゾンのスピン
自由度と「電荷」自由度の両方を同時に取り扱うこ
とが理論的には難しいためである。一方で、冷却原
子系においては、むしろそのような状況が標準的で
ある。このギャップを埋めるべく、Yang・桂と中野
（東大理物・藤堂研）は、Bose-Hubbard模型の範囲
内で、種々のボゾンの SPT相を実現できることを理
論的に提案した。鍵となるのは、一粒子ハミルトニ
アンが平坦バンドと呼ばれる縮退した基底状態をも
つ点である。この性質を用いて様々な数学的に厳密
な結果を導出した。また１次元系については、可解
な場合から少しずれた状況についても、摂動論や数
値計算により解析し、SPT相の安定性を議論した。
これらの結果は、国内会議 [38]で発表されたほか、
原著論文 [5]にまとめられた。

マグノンのトポロジカル結晶絶縁体におけるDirac

表面状態
量子ホール絶縁体、量子スピンホール絶縁体、Weyl

半金属などのマグノン系における対応物は近年盛ん
に調べられており、温度勾配に垂直な方向の熱流や
スピン流など、その非自明な物性が議論されている。
一方、電子系の 3次元トポロジカル絶縁体やトポロ
ジカル結晶絶縁体の有する Dirac表面状態は多くの
興味深い性質を示し、トポロジカル物性の研究の中
でも中心的な位置にあったが、そのマグノン系での
対応物はほとんど考えられてこなかった。
近藤と赤城は、磁性体における時間反転と空間の

半並進を組み合わせた対称性により、マグノンのよ
うなボソン系でもKramers縮退が生じることに着目
し、この対称性に保護されたDirac表面状態を有する
3次元磁性体のモデルを構築した。この系はトポロ
ジカル結晶絶縁体に対応するマグノン系のモデルで
あり、表面状態は電子系の場合のように、スピン運動
量ロッキングなどの性質を示す。また、この系にお
ける電場応答も調べた。磁性体に電場をかけたとき、
Dzyaloshinskii-守谷相互作用が変化することで、マグ
ノンの磁気モーメントに依存した Aharonov-Casher
位相が加わることが知られている。今回の系でこの
寄与を考えたとき、マグノンの表面状態の Dirac分
散が、互いに向かい合った面でそれぞれ上下にシフ
トし、その過程でマグノン流が駆動できることを明
らかにした。このような現象は、電子系のトポロジ
カル（結晶）絶縁体でも、従来のマグノン系でも見
られないものである。また、van der Waals磁性体
CrI3がモノクリニック積層構造を有するとき、密度
汎関数法などで見積もられたパラメータでマグノン
バンドを計算することで、上記の表面状態が現れる
ことを明らかにした。これらの結果は、原著論文 [9]
にまとめられた。また、近藤はこれらの結果を博士
論文の一部としてまとめた [21]。

マグノンの非線形スピンNernst効果とひずみによ
り調整可能な純スピン流
物質中の粒子が外場とは垂直に流れるといった非

自明な輸送現象が、Berry曲率の観点から次々に調
べられている。中でも、磁性体中の輸送キャリアで
あるマグノンのスピンNernst効果は純スピン流の生
成手段の 1つである。しかし、線形応答のみを考慮
した既存の理論的枠組みの中では、Dzyaloshinskii-
守谷相互作用などの重い原子に由来した特有の相互
作用を必要としていた。
近藤と赤城は、反強磁性体における温度勾配に関

する 2次までの応答理論を構築し、マグノンの非線
形スピンNernst効果を初めて定式化した。特に、非
線形スピン Nernst 流が波数空間における Berry 曲
率の双極子モーメントのような量（拡張 Berry曲率
双極子）で記述されることを明らかにした。マグノ
ンの拡張 Berry曲率双極子は Dzyaloshinskii-守谷相
互作用などの特有の相互作用がなくても、系の対称
性を崩すだけで容易に現れる。そのため、マグノン
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図 1.1.1: CP 2 非線型シグマ模型における分数スキ
ルミオンのエネルギー密度. 左から合計トポロジカ
ルチャージ Q = 1, 2.

の非線形スピン Nernst 効果は、広い範囲の単純な
Heisenberg反強磁性体で期待できる純スピン流生成
の機構となっている。また、拡張 Berry曲率双極子
は外的に制御できることが多く、いくつかの反強磁
性体において純スピン流の向きを格子ひずみで変え
られることを明らかにした。さらに、マグノンの非
線形スピンNernst効果で生じるスピン流の大きさを
評価し、典型的な磁性体で十分に観測可能であるこ
とを示した。これらの結果は、国際会議等 [27, 45]で
発表されたほか、原著論文 [17]にまとめられた。

CPN−1非線型シグマ模型における分数スキルミオン
スキルミオンのようなトポロジカル励起 (ソリト

ン)は位相的な保存量であるトポロジカルチャ ージ
によって特徴づけられ、通常整数値をとる。しかし、
分数のトポロジカルチャージを持つトポロジカルソ
リトンが、冷却原子系や磁性体、中性子星の内部な
どに現れることが理論的に示唆されている。例えば、
Heisenberg 模型や SU(2) Yang-Mills 理論の有効模
型であるO(3)非線型シグマ模型において、容易面磁
気異方性を表すポテンシャル項（と Skyrme項また
は Dzyaloshinskii-守谷相互作用などの安定項）を加
えると、トポロジカルチャージ 1/2 を持った配位が
得られる。このような配位は分数スキルミオン、ま
たは メロンと呼ばれ、実際に Co8Zn9Mn3などのカ
イラル磁性体でも観測されている。
赤城と、甘利（JINR）, Gudnason（河南大）, 新田

（慶応大）, Shnir（JINR）は、O(3) 非線型シグマ模
型の一般化である CPN−1 非線型シグマ模型にポテ
ンシャル項と安定項を加え、分数スキルミオン（分
子）を数値的に構成した。ここで加えたポテンシャ
ル項は、模型の SU(N)対称性を極大トーラス部分群
U(1)N−1 まで破り、また N = 2のとき、容易面異
方性をもつ相互作用に帰着するものである。図 1.1.1
に、N = 3のときに得られた配位、すなわち CP 2

分数スキルミオン分子のエネルギー密度を示す。エ
ネルギーのピークが分数スキルミオンに対応してい
る。各々の分数スキルミオンはトポロジカルチャー
ジ 1/3を持ち、それらが合計のトポロジカルチャージ
Qが整数となる分子を形成していることが見て取れ
る。これらの結果は、国内外の研究会 [35, 47, 48, 50]

で発表されたほか、原著論文 [12]にまとめられた。

1.1.3 数理物理学・統計力学
フラストレーションフリーな模型間の関係
フラストレーションフリー系は、可解模型のひと

つのクラスで、全系の基底状態がそれぞれの局所ハ
ミルトニアンの基底状態となるという特徴をもつ。
このようなフラストレーションフリー系の典型例と
しては、強磁性Heisenberg模型やAffleck-Kennedy-
Lieb-Tasaki (AKLT)模型などが挙げられる。
桂は、Utrecht大（オランダ）のWouters, Schuricht

とともに、このようなフラストレーションフリーな
模型を系統的に構成する方法を提案した。この方法
の要となるのは、conjugationと呼ばれる操作で、こ
れは元々はWittenにより超対称性のある系に適用
されたものを、超対称性のない模型にも適用したも
のになっている。この方法を用いると、例えば、古
典 Ising模型のような、基底状態が自明に分かる模型
から出発して、フラストレーションフリーな模型を
無数に構成できることを明らかにした。これにより、
従来は個別に議論されていた一群の模型を統一的に
取り扱うことができることが分かった。また、既知
のマヨラナフェルミオン、パラフェルミオン系のフ
ラストレーション系のハミルトニアンを、この手法
により構成できることを示した。さらに、この手法
により新しいフラストレーションフリー系を複数構
成し、そのエネルギーギャップの存在などを示した。
これらの結果は、原著論文 [8]にまとめられた。

多重磁化プラトーを実現するフラストレートスピン
ラダー系
フラストレーションや量子効果の強い磁性体では、

磁化曲線の途中に平坦な領域が生じる場合があり、
これは磁化プラトーと呼ばれている。磁化プラトー
上では、磁化は特別な有理数に量子化する。理論的
には、二つのスピン鎖が結合したラダー系について
多くの研究がなされている。特にスピン S = 1 の
Gelfandラダーと呼ばれる模型では、基底状態が厳密
に求まり、1/4の倍数の磁化をもつプラトーが現れる
ことが知られている。桂と、幸城・森田・川島（東大物
性研）、金子（近畿大）は、この S = 1 Gelfandラダー
に、さらに次近接ラング間の反強磁性Heisenberg相
互作用を加えた模型を考案した。また、この拡張さ
れた模型においても、基底状態が解析的に得られるこ
とを明らかにした。加えて、この拡張模型では、1/4
の倍数の磁化をもつプラトーと、1/6の倍数の磁化
をもつプラトーが共存することを明らかにした。こ
のように、二つの異なる有理数の整数倍の磁化プラ
トーが共存する模型は知られておらず、本研究の結
果は複雑な磁化プラトー形成の新しいメカニズムを
示唆している。これらの結果は、国内会議 [46]で発
表されたほか、原著論文 [11]にまとめられた。

3



1.1. 桂研究室

正多面体上の反強磁性Heisenberg模型に対するエ
ネルギースケール変形
臨界的な 1次元量子系の局所的なエネルギースケー

ルをサイン二乗関数によって変調した系が、元の系
とほぼ同じ基底状態をもつことは多くの例において
確認されており、また自由フェルミオン系や共形場
理論による理解も確立されている。一方で、2次元
以上でも同様の現象が起きるかは自明ではない。
桂と江口・西野（神戸大）、大賀（東大物性研）、

Gendiar（スロバキア科学アカデミー）は、2 次元
系への拡張の第一歩として、正多面体上の反強磁性
Heisenberg模型に対するエネルギースケール変形を
考えた。具体的には、正多面体の中心から、各辺の中
心へ向かう方向余弦を考え、それに応じた非一様な
摂動項を、元々の一様なハミルトニアンに加えたも
のを、変形したハミルトニアンとして定義した。正
4面体、正 6面体、正 8面体に対しては、このよう
に定義された模型の基底状態は、変形の度合いが弱
ければ、元の一様系と一致する。正 12面体と正 20
面体についても、数値対角化により調べた結果、変
形前と後の基底状態のオーバーラップは 98% 以上で
あった。これらの結果は、方向余弦に依存した摂動
項の導入が、サイン二乗変形の球面上に埋め込まれ
た系への自然な拡張になっていることを示唆してい
る。これらの結果は、国内会議 [54]で発表されたほ
か、原著論文 [13]にまとめられた。

1.1.4 その他
複数の平坦バンドをもつタイトバインディング模型
の構成
平坦バンド系は、強相関系特有の現象の舞台とし

て古くから興味を持たれており、最近ではその冷却原
子系を用いた実現も話題を集めている。平坦バンド
をもつタイトバインディング模型の構成法には様々
なものが知られているが、多くは平坦バンドが一粒
子エネルギースペクトルの端ないし中央に現れるタ
イプのものである。
桂と溝口・初貝（筑波大）、丸山（福岡工大）は、複

数のエネルギー準位に平坦バンドが現れるタイトバ
インディング模型の系統的な構成法を考案した。具
体的には、2 次元のハニカム格子、3 次元のダイア
モンド格子やパイロクロア格子の各辺を等価な「分
子」で置き換えた格子を考えると、その分子のエネ
ルギー準位に平坦バンドが現れることを見出した。
このことは波数空間のハミルトニアンと孤立した分
子のハミルトニアンの行列表示の間に、intertwining
relationと呼ばれるものが成立することから、簡単に
理解することができる。また、この関係式を用いる
ことにより、各平坦バンドの波動関数を、分子のエ
ネルギー固有関数から構成できることを示した。こ
れらの結果は、原著論文 [6]にまとめられた。また、
国内外の会議で発表された [33, 52]。

Isingマシンにおけるバイナリ整数変換の性能比較
組合せ最適化問題は、与えられた候補の中からあ

る目的関数を最大化あるいは最小化する候補の組合
せを探し出す問題である。このタイプの問題の多く
は、古典 Ising模型の基底状態を求める問題 (Ising問
題)に変換可能である。近年ではこうした Ising問題
を効率よく解くハードウェアである Isingマシンの
開発が盛んである。Ising問題は {0, 1}から成るバイ
ナリ変数の 2次式で記述されるため、Isingマシンを
用いる際は組合せ最適化問題をバイナリ変数で表現
し直す必要がある。また多くの場合、課される制約
条件もバイナリ変数で表す必要がある。中でも不等
式型の制約条件の場合、整数をバイナリ変数で表す
変換が用いられる。このバイナリ整数変換は一意で
はないため、実用の観点から Isingマシンにおけるバ
イナリ整数変換の性能比較は重要となる。
本研究ではバイナリ整数変換を比較する系統的な方

法を与え、その方法を 2次のナップサック問題 (QKP)
に適用した。この問題は不等式制約を持ちつつ、そ
の目的関数が一般的なバイナリ変数の 2次式で与え
られる。我々は QKPを解くことで典型的なバイナ
リ整数変換である one-hot、binary、unary エンコー
ディングの性能を比較した。そしてサイズが大きな
問題に対しては unary エンコーディングが最も良い
性能を示すことを明らかにした。これらの結果は原
著論文 [4]にまとめられた。
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to a variety of novel phases. We study theoretically such systems, with the aim of predicting intriguing
quantum phenomena that have no counterpart in weakly-interacting systems and cannot be understood
within standard approaches. Our work involves a combination of analytical and numerical methods. We
are currently interested in (i) low-dimensional correlated systems, (ii) off-diagonal long-range order in
Hubbard-like models, (iii) symmetry-protected topological phases, (iv) topological magnon systems, and
(v) frustration-free spin models. In addition, we are also interested in the mathematical aspects of the
above-mentioned fields. Our research projects conducted in FY 2021 are the following:

• Strongly correlated systems

– Exact analysis of nonlinear Drude weights for quantum spin chains [1, 2]

– Phase diagram of an extended parafermion chain [3]

– Bose-Einstein condensation in an interacting boson model with flat bands [4]

– SU(N) generalization of η-pairing states and off-diagonal long-range order [5]

• Topological phases of matter

– Symmetry-protected topological phases in spinor Bose-Hubbard models [6]

– Dirac surface states in magnonic analogs of topological crystalline insulators [7]

– Nonlinear magnon spin Nernst effect in antiferromagnets and strain-tunable spin current [8]

– Fractional Skyrmion molecules in a CPN−1 nonlinear sigma model [9]
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– Interrelations among frustration-free models via Witten’s conjugation [10]
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