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What is a Virtual knot ?
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② A diagram CE.la Connor i . closed Surface) with Creed ) Crossings

I.の sls 璥4位※ s※
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deStabilization

③ A Gauss diagram I ! G '
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※なく がいでは {箟𤹪:さらば { Gauss de}
individual /で一球
Crossings I-T

/エーは ke )Stab. → Virtual knots

Re ( i ) D.DK/R2withrealcrossingsonly(cIassicaldiag.)DnEED'

t DIET D '

(ii) sg (K ) i = min { g 1 ( D
,Eg) presents K } . Supporting genus

I -E . I-I( DE
sgDThe (DIE sga) ) <⇒ (D. Esg(k) ) nelDEsg例

(de)Stab .

↳ S Virtual knots } っ { Classical knots }



§2.Thewrithepolynomial.name
① General izations of invariants of

Invariants
Classical knots ( knot Group , Jones polyi)

and" { eiii!嵓滋悠袋繡・ぼ)

@a.pcE msn.pe 区 ( the interaction number ) 。

Ex.ee

Ot鴞で の %の x

④

Rennes が、 BE He (E ) . 2の =0 . d.B = - B . の



@DCEiadiag.ofavirtualknotkCiirr.Cn
: the Crossing s of AD .
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i※ 料 な? i

:蜜頭に鈊霻
(Ei = +1 )

msn.n.tn CE ( from the Over- Crossings to the under )

が
.

. . .

.が CE ( from the Under - Crossing s to the Over )

t.is
⇐

戦 鼷 藇 鼷
r. 。 同 = 2 Vz ・J - -2 B ・ お = 0



II Wk (t) = 糸 Ei (で「- 1 ) i the write polynomial of K

経 Wk (t) = t (た 1 ) t (tて 1 ) - (ピー 1 ) =

t2-2tE2r@WeIl-definednessCD.Eg
) = (Di , Eg ) 、

( D2 . Egd . . . . . s.gs ) = (Die)

s.た (Di + 1 . Eg 、
is obtained from (Di 、Egi ) by

⑥ a homeo of Egi 、
(Da (de) Stabilization ,a a Reid

emeistermove.si/I./ssT.た がが 贒 ::璁:::慼・

8. .Y = 0 B

r. =n⇒ r.int riri ⇒ riたが .が
( I = 1 , 2 . 3 ) ・



§3.Theintersectionpdynomials.eeeeeennDCEiadiag.dkwith Crossings a ,
-_- .cn

vi.で CE : the Cycles atci ( 1 ± i En ) 、 Ei : the sign of a

foo(D ; t) =E Ei Ej (t
が「J
- 1 )

、 fol (D ; t) = E ag (がぼ - 1 )
に i.ien Ifi.in

f. 。 (Di t) =E Eig (t
に「I
- 1 ) .fi/D;t)=EEisj(t「II )
.IEi.IEn Ifijfn

h.
_

f , 0 (D ; t ) = foi (Dit ' )

が rj -_- rj 。T ・

lem.ee D→ D
'
: a Rei demester move区 or区⇒ fpq (D) = fpq (D

'

) ftp.q
The Proof is the same as that for Walt) .
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br t →% I → f I → の 1 → と
f.例薌ド.at/EETYEia',fodD'HodDOWk1t)+Wek1E')Wklt)-WklE')yOf,,(D')YlD)1

Wklt)十Wk心) 1 0 1 0 1
-Walt) -Wk心)

1 1 1 1

WD ! Ei : the write of

D.IEIk (t) = E EiEj (がぼ - 1 ) -WD.WKIDIEi.isn

T.lt) = E Ei Ej ( t
がない ) 十靍、 Eig は「T - 1 )

にいない
_ w。 ( Wklt) +WK (もり )



: the First and Second interaction polynomial s of K

@ How to calculateWKCH.IKHI.TK H ) from a Gauss diagram .

.si○璁龕道鱲. .

か →H



SG p ) = the sum of the signs of Endpoints of Chords on

st
.
the other andpoints of the Chords Lie on intらり

の

LtiaCOTDIosa.J--SCa.JJiD@Drs.E
t た (EtS )

iii. 孌密談:::嵓の馬



興 H -He ※⇒ 1曲り

龜櫓
、
鬱!巤

Wk (t) =EEi (もが
が
、 1 ) -_-t3++2+1 _が

fo 、 CD) =糸 Eig (tが「 - 1 ) = 2が-2+2+2が

{ fooCD) =§ Eg心が 1 ) = パーピーパーで3



け、 (D) =§Eisj ( t「F - 1 ) = E- t-ビ +は

⇒ Ik (t) = fol (D) - WDW k (t) = -2で+4は-2

t.TK) = foo (D) +た (D) - WD (WKA) tWk (T 'D
Crossing#

= 一 +2が -3t+4-3が +2で2-t? of K

We calculated.IE?andIklHforaHKwithchE4.
亟司 ( ki.kz ) s.tn

(i) WK.lt) FWK.lt)
、
IK.lt) = IKalt) 、 IK.lt) = INT)

(ii) WK.lt)= Wk。 (t) 、 IK.CH#Ik2(t),Ik.(t)=Ikzlt)

(iii)WK.lt?=Wkz(t).IkiCt)=Ikslt),Ik.(t)#Ikdt)



§

4.Propevtie.sc#Ik(t)andIklt)._xLIcisKidassicalAIk(t)Tklt)=O.
(ii) 五 KG) isrec.prod ; that is , I k (だ ) =正 (t) 。

鱷鹻
Kt@W-k1tkWkCttl.We1tHNktCtk-WkEJ.Ee.aI

_klt) = I k* (t) - Iktlt ) = INT '
)

(ii)I - k (t) =五elt) =五 kt (t) = 五 k (t)



@cCKIz1maxdegWk1tHt1.lmindegWk1tIlt1.CKキ0 )

Prop.ee いく (K) 2 1 maxdeg Iい |+1,1 mindeg IKH +1 .

(ii) C ( K ) Z maxdeg.TK ( 1-) +1

Wk ( 1 ) =Wが ( 1 ) =0
,
IK ( 1 ) =I k( 1 ) = 0

.

III
'

( 1 ) =I
'

( 1 ) =0
.

@JCKIitheoddwritheofKisthe.sum of the coefficients

of terms of Odd degree of Wk (t)やalwayseven.tlDIK (t) = Eaktk ⇒ Eaza 、
三 0 (mod 2)

.

(ii) T.lt) =Ebktk ⇒ Ebze+1 三 0 (mod 4) .



@fCtIEZEt.tり
、

ヨks.TWklt)=fa ) <⇒ f( 1) = f
'

( 1 )=0 .

亟 Erfct) EZ[t.TT 、
the following are equivalent .

(i) ヨ ks.t.INt) = f (t) .

(ii) f ( 1 ) = f
'

( 1 ) = 0 .

画 Fort et) EI [t.tl]
,

the following are equivalent
(i) ヨ K st

.
EK (t) =f (t)

.

f ( 1 ) = 0

分 { 熊がした臖た袋(ants of Odd terms) 三 0 (mod 4)

と f(t) = t -2 +t
"
is realized by It.lt) . but not byた (H .



K : a singular Virtual knot withmdoublepointspi.pmka.r.am
: the Virtual knot by ※ →

「※ E -1
, ※て

Ei -_-

※飋龝↳

+
t ir

t

、 -.-

Ktt Kt - K- + K -

@ で ( K ) : a finite Type invariant of Order m

⇐〉 ( i ) EEI - Emir ( Ka . ..am) = 0 , VK with mtldouble.pts 、

(ii) GE 、
-_-Em vk.am) キ0.tk with mdouble pts 。



@WkCtIisafin.typeinv.oforder1.WkfH-Wkt.Ct) - WK- +1t) +WK - 一 (t ) =0
.

亟 Ik (t) 、
死 (t) arefin.typeinv.oford.eu 2

> 〉 〉 〉

籐魚演習
< 比一

二2P.essssssss.sosssessssssssssss.sesses.es/ss
Wkltltttootttfssssgsossggsssssssesessssgglg
Ik (t) -t +2で

「
0 0 - t + 2 -t

'

で

二心) -2++4-2だって00-2++4--2パー
.



§5
.
Connected sum .

Faded Virtual knot ( along Virtual knot, al -string Virtual tangle )

餻 = を鴲ーつ→

@ 一回→ +罒→ = -1]一回→
,

T -TIO ( the closure of T)
.

IT-WFG.lt- 1 )
.
Wilt)=舙ぼたりiinv.ofT.IR#(i)Wflt)+Wt1t)=Wilt).

(ii) W 、
? ( 1 ) = Wt ( 1 ) = 0 .

Wilt) = 一2.tt3 -E? WG (t ) = - 2 t+ 2 , wilt) = 1 -E2



K . K
'
: Virtual knots

と ( K.k
'に { TAIた K .デ=KB

に k
'
=D@

A Virtual knot in と (KK
'

) is called a Connected sum of K and K
'

.

@ YK
"

E と (K. K
'

)
、 Wk" (t) = Wk (t) +WK ' (t ) 。

櫻 ITilt) =Tilt) +IAlt ) +Wilt)Wii (t) +Wilt )Wf (t) .
ETA (t) -T (t) +正で は) + wilt) WF心 ) + Wilt) Wii (げ )

tW91E7WF1tjtWHtYwHtI.Ek-@TE_nGisaconn.sumofXfGHriv.knots )
た、※○が

、 たか0
-

※
Wit ) = -ttl.w.int - i{ wq.lt) =心、

Wilt )- 1が



Iklt ) = 2t -4+2が、

⇒ し た (t) = 2に-4t+4-45'+2で

2.TT#:avirtualknottf(t)EZEiJwithfClI=O1iadotled
Virtual knot

set T - K . WE (t) = f (t) 、 and Wilt) =Wklt) -f (t)

亟 VK.K.EC K .K ' ) is infinite .

T.si た = K
.
Wilt) =パー 1

. Witt) =Wk (t) - (t"- 1 )
.

ヨ だ s.tn だ = K
'

.
Wilt) =が- 1 . Wii (t) =Wki (t) - 心- 1 ) 。

⇒ IT.tlt) = IKA) + IK' (t) + (Wk (t) +Welt)) は- 1 ) - 2 (t
"
- 1 )
2

・



II foo ( D ) .fi 、 (D ) ( mod WKA )+WHE
'

) ) are invariants of K .

K = 4 .
1 3 ⇒ Wklt ) = Iklt )=ENt) = 0 but foo (K ) = 2t-4+2が 「

⇒ K 市 Classical .

Re IK (t)十 Ik心 ) - IKA ) are invariants under Crossing changes .

⇒ it defines an invariant of homotop.ie curves on E .

Ik (t) +IKE
'
) -尿 (t)+○※磕

、が、黹し -6+4 したバリー (もがり
。


